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1 前言

實際生活中的每一個現象都具有相當程度的不確定性或隨機性，裝備的可靠度與
壽命自然也不例外。這種不確定特性的意義是，當要我們要用定量的方式表示或描述
這種現象時，我們無法說出其正確的數值。在可靠度工作在使用定量的方式描述或討
論產品可靠度時，可將其構成組件的可靠度視為事件，然後根據這些事件的機率特性
求得產品的可靠度，亦可針對產品的特性及可靠度定義直接以機率理論加以說明。可
靠度函數為說明可靠度隨時間變化關係的數學式，由此一關係可推導出物品壽命或失
效時間的機率分佈函數，失效率函數則表示失效率與時間的關係。可靠度函數用於表
示壽命數據、品質特性、應力、維護時間等與可靠度有關的特性的機率分佈情形，具
有各種形式。因此，分析各種機率分佈的形狀與特色，不但可以瞭解與可靠度相關的
現象的機率性質，進而掌握其所代表問題的本質。本報告首先回顧機率理論，說明機
率的概念、基本機率定理；其次討論機率分佈函數及其特徵量；最後就常態、對數常
態、指數、韋伯、伽瑪、二項及波桑等可靠度工程技術常用的機率分佈，簡要說明其
機率密度函數、累積分佈函數、可靠度函數、失效率函數、期望值等各項特性。

2 機率理論

實際生活中的每一個現象都具有相當程度的不確定性 (uncertainty)或隨機性
(randomness)，例如大氣溫度的變化、材料的強度、甚至於裝備的壽限，這種不確定特
性的意義是，當要我們要用定量的方式表示或描述這種現象時，我們無法說出其正確
的數值。在可靠度工作中，同樣有要用量化的數值來描述或處理相關的問題，不過無
論是敘述物品本身或其構成組件的可靠度特徵值、或是說明影響可靠度特性的各種因
素，也都是具有不確定性的問題。另外，這些可靠度特性的實際觀測數值，通常也只
能以確定性較低的數值加以說明，事實上這也是大部份近代工程的趨勢與特色。因
此，在解決可靠度問題時，通常需要利用機率與統計等數學理論，將數量化的物品可

靠度或其他相關特性視為隨機變數(random variable)，代替傳統上以確定變數(deterministic
variable)表示的作法，並且使用機率性手法處理或解決所遭遇的工程問題，這在目前已
是相當普遍廣泛的事情。例如，某一型式的電晶體，其平均失效率為每千萬小時 1 次

( hr10/fr1 7 )，假定某一件裝備使用了 1,000個這種電晶體，在將此裝備實際操作 100 小

時中，雖然我們無法確定此一裝備在操作使用 100 小時之後是否一定會發生失效，但
是我們應該可以知識與經驗，預測或敘述其失效的發生機率，或是在指定的信賴水準

(confidence level)下，根據觀測數據來計算推論失效機率是介於某一上下信賴界限之間的
一定數值。不論是何種說明方式，都需要使用機率分佈函數 (probability distribution
function)來敘述失效的可能性。機率分佈函數係由隨機變數及數個參數(parameters)與常
數(constants)所組成，用來表示具有不確定性的問題事件，其中參數代表著物品的特
性。因此，已知描述產品可靠度特性的隨機變數的機率分佈或其參數，即可由任務資
訊求得產品可靠度值。

在使用定量的方式描述或討論產品可靠度時，可將其構成組件的可靠度視為事
件，然後根據這些事件的機率特性求得產品的可靠度，亦可針對產品的特性及可靠度
定義直接以機率理論加以說明。可靠度函數為說明可靠度隨時間變化關係的數學式，
由此一關係可推導出物品壽命或失效時間的機率分佈函數，失效率函數則表示失效率
與時間的關係。可靠度函數用於表示壽命數據、品質特性、應力、維護時間等與可靠
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度有關的特性的機率分佈情形，具有各種形式。因此，分析各種機率分佈的形狀與特
色，不但可以瞭解與可靠度相關的現象的機率性質，進而掌握其所代表問題的本質。

2.1 事件與集合理論

機率理論是描述具不確定性或出現機會現象的數學方法，要解決這些問題首先定

義事件(event)、實驗(experiment)和觀測值(realization)三個名詞。事件表示某種輸出結果的
現象，假如輸出結果具有不確定性且無法正確預知，則稱此種現象為隨機事件(random
event)；實驗為瞭解事件輸出結果而執行的動作，例如投擲一個硬幣或骰子；觀測值則
表示單一實驗的輸出結果，對於隨機事件所做的實驗，其觀測值可能會有好幾種結
果。為方便起見，在後續討論機率理論時將隨機事件簡稱為事件。

如前所述，對於特定事件所作的實驗，觀測值可能是斷續的(discrete)、也可能是連
續的(continuous)，其觀測值可能有好幾種結果，觀測結果可能是有限的、也可能是無限
的，這些結果稱為樣本空間(sample space)。假如事件包含了樣本空間的所有樣本點，則
稱此一事件為肯定事件(certain event)；反之，事件不包含任何樣本點，則稱為不可能事
件(impossible event)。

實驗的觀測結果，亦即輸出結果事件，有的彼此之間有著某種程度的關係，有的

則可能會互相排除對方發生的可能，對於具有這種關係的事件稱為互斥事件(mutually
exclusive events)，也就是說，這些事件不可能同時發生；假如事件不會影響彼此的發
生，則稱為獨立事件(independent event)；有的事件之間會彼此互相影響其結果，稱為相
依事件(dependent event)，這些關係可以集合理論(set theory)來說明之。集合(set)為具有明
確定義的物件(objects)的集合體，也就是說，對於任何一物件，我們可以確定它屬於或
不屬於這個集合。構成集合的基本物件稱為元素(elements)，包括所有元素的集合稱為
宇集合(universal set)，不包含任何元素的集合稱為空集合(empty set or null set)。對於可以
由其他事件組合或推衍而得到的事件，可以透過聯集(union)與交集(intersection)等集合的
基本運算定理而得到。

假設有 E1和 E2兩事件，其聯集以 E1∪E2表示，所代表意義為 E1或 E2事件個別發

生，或 E1和 E2同時發生，兩種情況均屬於聯集事件 E1∪E2，亦即事件 E1∪E2包含了所

有屬於 E1和 E2的樣本點。

事件 E1和 E2的交集常用 E1∩E2表示，代表 E1和 E2同時發生的事件，亦即 E1∩E2

包含的所有樣本點必須是同時屬於事件 E1和 E2。

2.2 機率之定義

任何一事件均有發生的可能性，以定量表示此種可能性的數值一般稱之為機率

(probability)。機率的範圍一定是在 0~1之間，零機率表示事件絕不會發生，機率為 1時
則表示該事件一定會發生。機率的定義有很多種，從最早的公式到現代的表示方法，
研究分析這些定義的發展過程，可以瞭解機率的概念，如此在應用時才能掌握其用法
與限制。關於機率的定義依發展的時機次序有下列四種方式：

(1). 一種相信的程度；

(2). 古典或事前機率；.

(3). 相對頻率或事後機率；
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(4). 由定律定義。

2.2.1 一種相信的程度

一件事件的機率值有時候是根據評價者本身的判斷力而定，例如，當某人說：
「我幾乎可以確定她懷的是男的」，表示經判斷結果該婦女懷孕是男的機率相當高，
或者說她懷的男孩的機會遠大於女孩。另外一個例子，假如某人說：「我們可以登陸
火星」，他的意思是說人類登陸火星的機會很大。這兩個例子的共同點是對於所討論
的事件都認為機率很高，但是此一數值並不是經過正確的計算方法所決定的，而是一
種相信程度的判斷。

雖然這種度量機率的方法是一般人所常用的，顯然然它並不能夠解決現代的各種
物理問題。然而，不可否認的，許多理論或經驗問題，基本上都是數學家或科學家執
著地「相信」有答案而獲得解決的。

2.2.2 古典或事前機率

在一特定狀況下具有特性 A 的事件發生過 n 次，而在此特定狀況下所有出現的結
果總數為 N，假設每一種可能出現結果的機會相等，則事件 A 發生的機率，記為
P(A)，可以用下列比值來表示：

( )
N

n
AP = (1)

由上面的定義敘述可知，事件 A 可能發生的次 n 和出現機會相等的總發生次數
N，在本質上屬於「事前」的，也就是說並不是實際執行實驗而獲得的。

例如：投擲一枚公平的標準硬幣時，出現正面的機率為 1/2；同樣地，投擲一只公
平的骰子，得到 1~6個數字中任何一個數字的機率為 1/6；52張撲克牌中，抽到方塊的
機率為 13/52＝1/4。其中特別強調「公平」的目的主要在說明這些事件都是獨立事件具
有相等的出現機會，亦即硬幣、骰子和撲克牌均無記憶能力。因此，在過去出現的情
況並不會影響到下一次事件出現的機率。在理想狀況下，沒有任何一個系統會違背此
一原則與結果，一個在輪盤賭檯前的賭徒一般都認為「在等候黑點出現後下注紅點據
說會贏」，那是因為只有贏的人才會講出，而大多數都是屬於默默無語的輸家。

對於「公正的」硬幣、骰子及輪盤而言，我們可以依據系統的常態本性預測每一
事件出現的機率。硬幣有正反兩面、骰子有六面、輪盤上則具有相等的紅黑兩種數
字。假設硬幣、骰子及輪盤的構造都是公正均勻的，則每一事件的出現結果將是無偏
的，亦即所有的事件出現的機率完全相同，也可以說這些事件是屬於隨機性的。

2.2.3 相對頻率或事後機率

在古典機率定義中，特別注意的是假設同一狀況下的所有結果出現機會都相等，
現若投擲兩枚硬幣，想知道出現兩個正面的機率。直覺上，投擲兩枚硬幣有三種可
能，亦即：兩個正面、一正一反、和兩個反面，根據古典機率定義，兩個都是正面的

機率可能為 1/3。然而，這種推理並不正確，因為每一種結果出現的可能並不相等。換
句說，一旦每一種結果出現的機會不儘相等時，則古典機率的定義就有其應用上的限
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制。另外，對於可能結果為無窮多種的物理現象，古典機率定義也無法用來度量特定
事件發生的機率，因而產生了機率的第三種定義，相對頻率或事後機率。

此一定義是由 R. Von Misses在 1936年所發展出來的。此一定義假設 N為對所討論
的問題所進行的實驗次數，n為事件 A發生的次數，其中所做實驗都是在完全相同的狀
況下進行。當 N值很大，則事件 A的機率接近於 n/N，即：

( ) 




=

∞→ N

n
limAP
N

(2)

由式(2)中的極限觀念可知，這種定義的應用科技問題不宜太昂貴，否則將因沒有
足夠的 N值，無法獲得 n/N的極限值，而影響機率的評估結果。

2.2.4 由定理定義

對於一定數目或可數無限數目的樣本空間 S，每一個樣本空間的次集合都是事件，

假如樣本空間包含有 n 個樣本數，則樣本空間 S 中有 n2 個可能事件。假設事件 Si(i＝
1,2,⋯,n,⋯)，若 P(Si)滿足下列三個定理：

定理一：0≦P(Si)；

定理二：P(S)＝1；

定理三：若 S1、S2、⋯、Sn、⋯為互斥事件序列，亦即

LLI ,n,,2,1ji,SS ji =≠φ=

且

( ) ( ) ( ) ( ) LLLUULUU ++++= n21n21 SPSPSPSSSP

或

( )∑
∞

=

∞

=
=






1i
i

1i
i SPSP U

則稱 P(Si)為事件 Si的機率。若樣本空間 S中每一事件的機率都可以決定，
則稱 S為機率空間。

基本上，上述三個定理並沒有對事件賦與數值，主要是用來處理複合事件的機
率，使之可以用簡單事件的機率表示，換言之，機率的數值須應用其他定義方法來評
估，其中最常使用的是古典定義法。

2.2.5 比較說明

根據古典機率定義，如投擲骰子，是屬於機會相等的獨立事件；事後機率定義則

涵蓋所有品質管制與可靠度問題，例如測試 100 個組件，結果其中有 30 個屬於不良
品，我們應該有足夠的理由可以確定，在下次測試時，發現不良品的機率將為 0.30 或
30%。不過在做此一結論時必須十分小心謹慎，所謂在下次試驗發現不良品的機率將為
0.30 時，可能是在樣本數量限制下對於此一事件會發生的相信程度，如此又導出有關
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機率的具有主觀特色的另一種定義，這種定義是將第三個定理引伸至考量互相有關聯

的相依事件，其相對的機率為條件機率，因此衍生出所謂的貝氏機率。例如，有 100
個產品進行試驗，每 10個產品為一批，如果在某一特定批中發現有 7 個不良品，我們
會採取改正行動以改善製程，這種問題批以後不太可能再度發生，因此我們可以認定
下一個產品為不良的機率較低，這種主觀方式相當合理，對於品質管制與可靠度方面
通常亦頗為必要。

2.3 基本機率定理

由機率的各種定義及樣本空間中各種事件組合的邏輯關係，可以得到下列在機率
應用上的基本定理。

2.3.1 加法律（互斥事件）

有 A、B兩事件，事件 A發生的機率為 P(A)，事件 B發生的機率為 P(B)。若兩事
件為互斥事件，亦即兩個事件不會同時發生，則兩個事件之一發生的機率為兩個事件
個別發生機率之和，亦即：

( ) ( ) ( ) ( )BPAPBAPBorAp +== U (3)

同理，可應用至 N個互斥事件中任何一個事件發生的機率：

( ) ( ) ( ) ( ) LLULUU +++= NPBPAPNBAP (4)

2.3.2 加法律（非互斥事件）

若 A、B為非互斥事件，則 A或 B 發生的可能性為兩者個別發生或同時發生，亦
即至少有一個發生，則 A或 B發生的機率為：

( ) ( ) ( ) ( ) ( )BAPBPAPBAPBorAP IU −+== (5)

上式可應用至 3個事件之情形：

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )CBAP

CBPCAPBAPCPBPAPCBAP

II

IIIUU

+
−−−++=

(6)

2.3.3 乘法律（獨立事件）

若 A、B為獨立事件，亦即一個事件的發生不會影響到另一個事件的發生機率，則
A、B兩事件同時發生的機率為個別發生機率的乘積：

( ) ( ) ( ) ( )BPAPBAPBandAP == I (7)

同理，可應用至Ｎ個獨立事件同時發生的機率：

( ) ( ) ( ) ( )NPBPAPNBAP LILII = (8)
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2.3.4 條件機率

若事件 A、B 為非獨立事件，亦即一個事件的發生會影響到另一個事件的發生機
率，此為條件機率問題。一般而言，在事件 B 發生的條件下事件 A 發生的機率稱為
P(A|B)，同理，在事件 A發生的條件下事件 B發生的機率稱為 P(B|A)。因此，當事件 A
和事件 B不是獨立事件時，事件 A、事件 B兩者同時發生的機率為：

( ) ( ) ( ) ( ) ( )B|APBPA|BPAPBAp ==I (9)

若事件 A和事件 B互為獨立事件，則：

( ) ( )APB|Ap = (10a)

( ) ( )BPA|BP = (10b)

( ) ( ) ( )BPAPBAP =I (10c)

對於 A、B及 C三個事件的情形，其關係則為：

( ) ( ) ( ) ( )B,A|CPA|BPAPCBAp =II (11)

2.3.5 貝氏定理(Bayes' Theorem)

貝氏定理係在十八世紀由英人 Reverend Thomas Bayes 所發現而命名的定理，後來
經過 Laplace 加以補充而成為今日通用的形式。貝氏定理為條件機率的應用，根據機率
理論，當事件 B已經發生時，則任何出現在事件 B 以外的事件的機率為零，亦即整個
機率問題的樣本空間為事件 B，

因此，事件 A發生的機率為：

( ) ( )
( )BP

BAP
B|AP

I= (12)

因此，

( ) ( ) ( )B|APBPBAP =I (13)

如改用 P(B|A)表示，可得：

( ) ( ) ( )A|BPAPBAP =I (14)

將上式代入條件機率 P(A|B)中，得

( ) ( ) ( )
( )BP

A|BPAP
B|AP = (15)

此即為有名之貝氏定理，式中 P(A)為在未瞭解事件 B之前事件 A發生的機率，又稱為
事前機率(a priori probability)，P(A|B)為已知事件 B發生的情況後，A發生的機率，又稱
為事後機率(a posteriori probability)。P(B|A)稱為概似函數(likelihood function)，P(B)為使事
後機率常態化常數，又稱為全機率(total probability)。
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若樣本空間 S中有 k個互斥事件 Si，B為樣本空間中的一個事件，亦即：

k21 SSSS ULUU= (16)

同時，

BSB =I (17)

因此，

( )
( ) ( ) ( )k21

k21

SBSBSB

SSSBSBB

IULUIUI

ULUUII

=
==

(18)

所以事件 B發生的全機率為：

( ) ( ) ( ) ( )

( )∑
=

=

+++=
k

1i
i

k21

SBP

SBPSBPSBPBP

I

ILII

(19a)

( ) ( ) ( )iii S|BPSPSBP =I (19b)

( ) ( ) ( )∑
=

=
k

1i
ii SBPSPBP I (19c)

得到 k事件的貝氏定理為：

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( )∑
=

=

=

k

1i
mi

mm

mm
m

S|BPSP

S|BPSP

BP

S|BPSP
B|SP

I

(20)

3 隨機變數與機率分佈

3.1 隨機變數

3.1.1 隨機變數及其特點

某種現象的發生結果可用數字來代表而加以分辨，如果變數的數值與隨機現象的
觀測結果有關，也就是說，可用某個函數來表示一個事件或一個結果，這個函數便是
隨機變數，隨機變數可對應某一數值，或以某一些數值代表某一些不同的事件。隨機
變數具有以下兩個特點：一是其觀測數據由於受無法控制的隨機因素的影響，所以在
進行觀測之前只知其數值的可能範圍，不能預知其確切數值；二是由於隨機觀測的各
個結果有一定的出現機率，所以，隨機變數的數值也一定是機率。在書寫習慣上，一

般以大寫字母如 X、Y、⋯表示隨機變數，以小寫字母表示該隨機變數的觀測值，大寫
P表示機率，小寫 p表示機率值。
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例如，盒中裝有標號 1、2、3、4、5 的五個籤，從中任抽一個，抽得號碼 X 是隨
著觀測結果不同而變化。在觀測前只知 X 的數值範圍，不能預知其確切數值。但不論
抽取到何一數值，其中任一取值的機率均為 1/5，所以 X是隨機變數。

再如，從一批同一型號的滾動軸承中任抽取一個，求在一定條件下的工作壽命 T，
在試驗前(使失效前)只能知道其取值範圍(T>0)，不能預知其壽命大小，可是經過多次
試驗，可以知道 T的取值有一定的規律，故 T也是隨機變數。

3.1.2 隨機變數的分類

根據隨機變數的觀測值情況分為斷續型隨機變數與連續型隨機變數兩類。若隨機

變數的全部觀測值為有限個或可數無限個(例如所有的正整數)，則稱這種隨機變數為斷
續型或分立型隨機變數(discrete random variable)，前述抽籤號碼 X 就是斷續型隨機變數
的例子。若隨機變數可以在某個區間內任意觀測其數值，則稱這種隨機變數為連續型

隨機變數(continuous random variable)，例如前述滾動軸承壽命 T 就是連續型隨機變數。
連續型隨機變數的觀測值通常是可數的數字，因此又稱為計量型數據(variable data)；而
斷續型隨機變數的觀測值只能根據其有限的屬性(attribute)而加以區別，因此又稱為計數
型數據(attribute data)。

3.2 次數分佈與機率密度函數

3.2.1 次數分佈

實務上，所有物品的特性或其相關現象，例如機製件的直徑或電晶體的增益係
數，或多或少都含有相當程度的的不確定性，有就是說在不同時間對同一特性所觀測
得的數據可能不盡相同，當數據累積增多時，我們可以將量測數據與相對出現的次數

或以總數加以權重的頻度(frequency)繪製成直方圖(histogram)，所有的數值會在平均值上
下變化，典型的樣本數據如圖 1所示，在本例題中有 30件物品進行量測，圖 1.(a)所顯
示的是這些量測數據出現的次數，量測得數據的範圍為 2至 9，而大部物品的數值則在
5 值 7 之間。由相同的群體另外選取 30 個樣本通常會產生不同的直方圖，但是其一般
的形狀大致上則是很相似的，如圖 1(b)。如果我們將許多這樣的樣本數據合併在一
起，並且以 0.5 作為量測數據的間隔繪製成一個直方圖，如圖 1(c)所示，同時注意在此
一圖形是以次數的百分比為縱軸尺度，此時我們所獲得的圖形更能代表數據的分佈。

圖 1：次數與頻度分佈
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3.2.2 機率分佈函數

假如繼續量測更多的數據，當數據增加至無限多個時，並且更進一步的減小量測
數據的間隔使直方圖的階寬則變得無限小，此時直方圖會趨近於一條連續的曲線，此
一曲線說明群體中每一隨機數據的機率分佈情形。由上例可知，機率分佈函數可由有
限個數據，利用直方圖推定得。

3.2.3 斷續型隨機變數的機率密度函數

若隨機變數為斷續型，則其相對應之機率分佈稱為斷續型機率分佈。斷續型隨機
變數可以用列表法表示隨機變數的機率分佈，即

LL ,x,,x,x:X i21 (21)

LL ,p,,p,p:P i21

其中 1p0 i ≤≤ ，且

∑
=

=
1i

i 1p

這種數表稱為斷續型隨機變數的機率分佈表，它清楚而完整地表示了斷續型隨機

變數 X觀測值的機率分佈規律。

斷續型隨機變數的機率分佈也可直接用一組等式表示，即

{ } L,2,1i,xXPrp ii === (22)

上式為斷續型隨機變數 X 的機率分佈數學表達式，一般稱為機率質量函數(probability
mass function, pmf)，主要是取物理學中質量的意義。

3.2.4 連續型隨機變數的機率分佈

考慮連續型隨機變數(continuous random variable)X，如圖 1所示之機率分佈直方圖，
當 ∞→n ，組距 0X →∆ 時，直方圖的階梯就趨於平滑的曲線。fX(x)稱為連續型隨機變
數 X的機率密度函數(probability density function, pdf)，是為隨機變數之函數，此一函數定
義隨機變數出現在 x與(x＋dx)之間的機率或比率為 fX(x) dx，亦即：

( ) ( )dxxfdxxXxp X=+<< (23)

對於連續型隨機變數而言，機率密度圖中一點的機率為零，即：

( ) 0xXP ==

又 fX(x)本身為一正值，即：

( ) 0xfX ≥
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機率密度函數表示連續型隨機變數的機率分佈， ( )xfX 曲線與 x 軸間的面積代表機

率，根據機率理論，若將 ( )dxxfX 對 X 的所有領域(domain)[ ]−∞ +∞, 範圍積分，所得到

的總面積結果應為 1，亦即：

( ) 1dxxfX =∫
∞

∞−
(24)

3.3 累積分佈函數

假設 X是一個隨機變數，其觀測值的機率規律稱為隨機變數 X的機率分佈，記為
( )xFX ，代表隨機變數 X等於或小於某一特定觀測值 x的機率，規定如下：

( ) ( ) ( ) ξξ=≤= ∫ ∞−
dfxXPxF

x

XX (25)

( ) ( ) ( )
dx

xdF
xFxf X 

XX == (26)

由上式可知，

( ) ( ) ( )
( ) ( )1X2X

x

X

x

X21

xFxF

dxxfdxxfxXxP 12

−=

−=≤≤ ∫∫ ∞−∞− (27)

( ) ( ) ( ) ξξ=−= ∫
∞

dfxF1xR
x XX (28)

上式中 ( )xFX 又稱為累積分佈函數(Cumulative Distribution Function, CDF)，或簡單稱

之為機率函數(probability function)。

3.4 機率分佈參數

如前所述，對於具有不確定性因素的事件、過程或輸出的數據，我們通常是以隨
機變數來表示，而每一個隨機變數都可以用分佈函數來描述隨機變數中任何一選定數

值的機率行為。在數學上，函數是由一些變數 (variables)、參數 (parameters)、常數
(constants)，以及加、減、乘、除、積分、微分等數學運算子所構成的。例如：

( ) ( )L,c,b,a;xfxf XX =

其中 x為隨機變數，a、b、c 等為參數。機率分佈的參數主要是說明事件、過程或輸出
數據的機率性行為，一旦確定機率分佈函數的參數之後，隨機變數領域中任何一個數
值的發生機率均可經由機率分佈函數計算得。

一般機率分佈函數常見的參數有位置參數 (location parameter)、尺度參數 (scale
parameter)及形狀參數(shape parameter)等三種，這三種參數之意義與特性分別說明如
下。
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3.4.1 位置參數

位置參數，一般記為ζ，顧名思義，直觀上與隨機變數具有加或減的關係，亦即以
ζ−x 或 ζ+x 的方式出現在機率分佈函數中。位置參數有兩種可能情況，一為表示機率

分佈的開始點，在此點左方時， ( ) 0xfX = ；另一種是表示分佈的隨機變數值在橫座標
的位置。前者如三參數韋伯分佈及二參數指數分佈，後者如常態分佈。並非所有的分
佈都有位置參數，例如瑞雷分佈就沒有位置參數。

3.4.2 尺度參數

尺度參數，一般記為 η，與隨機變數為乘或除的關係，亦即以 ηx 或 xη 的方式出
現在機率分佈函數中。尺度參數的作用是改變橫座標的尺度，當η增減時，分佈即被從
啟始點或中心點壓縮變高瘦或放鬆變矮胖。尺度參數並不會改變分佈的歪度，例如韋
伯分佈的歪度即與尺度參數η和位置參數ζ無關，常態分佈的尺度參數為σ，指數分佈
的尺度參數為λ。

3.4.3 形狀參數

形狀參數，一般記為 m，與隨機變數為冪次方或開次方的關係，亦即以 mx 或 xm
的方式出現在機率分佈函數中。形狀參數因控制機率分佈的形狀而得名，例如韋伯分

佈 1m0 << 時， ( ) ∞== 0xfX ，當 x 增大時漸減至 ( ) 0xfX =∞= ；若 1m > ，則
( ) 00xfX == ，當 x 增大時 ( )xfX 漸增，直到某一峰值(亦即眾數)之後， ( )xfX 反又隨著

x 的增大而減小。並不是所有的機率分佈都有形狀參數，例如常態分佈和指數分佈，這
表示這種分佈只有一種形狀；而對數常態分佈的標準差為其形狀參數。

3.5 數學期望值

設有一隨機變數 X的函數 g(X)，其數學期望值，記為 ( )[ ]XgE 。當 X為斷續型隨機

變數時，設其機率質量函數為 ( )xp X ，則其數學期望值之定義為：

( )[ ] ( )iX
xall

i xpxXgE
i

∑= (29)

同樣，若Ｘ為連續型隨機變數，則其數學期望值可由已知機率密度函數 ( )xfX ，則

其期望值之定義為：

( )[ ] ( ) ( )dxxfxgXgE X∫
∞

∞−
= (30)

例如，當 ( ) XXg = ，其期望值為：

( )[ ] [ ] ( )∫
∞

∞−
== dxxfxXEXgE X (31)

而 ( ) 2XXg = 之期望值為：
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( )[ ] [ ] ( )dxxfxXEXgE 22 ∫
∞

∞−
== (32)

3.6 機率分佈的集中趨勢和分散性

機率分佈函數雖可完整地描述隨機變數的不確定特性，但求機率分佈函數往往並
不是一件容易的事，有時可就某些方面對機率分佈進行描述，如用一個或幾個數值來
部份描述機率分佈的性質，這種數值稱為隨機變數機率分佈的數值特徵。

3.6.1 集中趨勢的尺度

集中趨勢的意思是指機率分佈密度的圖形集中的趨向，即表示機率分佈的中心位

置，其尺度常用平均值(mean)或中位數(median)表示，有時也用眾數(mode)表示，茲分述
如下。

(1). 平均值

表示分佈的集中趨勢最常見的即為平均值，一般記為 x。此值並非簡單算術平均
值，而是各取值(代表值)以其機率為加權係數的加權算術平均值，這種加權算術平均值
一般是以數學上的期望值為其表達式，斷續型隨機變數與連續型隨機變數之平均值分
別說明如下：

設 X為斷續型隨機變數，其機率分佈為：

KK

KK

,p,,p,pp

,x,,x,xX

i21

i21

=
=

(33)

則平均值表達式為：

[ ] i
iall

iX pxXEx ∑==µ= (34)

式中： Xµ   = X的平均值；

E[X]= 隨機變數 X的數學期望值。

對於連續型隨機變數 X，其機率密度函數為 ( )xfX ，則式 (35)中的 ip 代之以

( )dxxfX ，並將求和改為積分，則得：

[ ] ( )dxxfxXE XX ∫
∞

∞−
==µ (35)

(2). 中位數

中位數是機率密度函數圖的中間值，中位數兩邊面積(即機率)各為 0.5，一般記為
x~或 5.0x 。若有一組(nT)觀測值，按大小次序排列，如 n 為奇數，則居中的數為中位

數；如 n為偶數，則居中的兩個數的算術平均值為中位數，例如 6個觀測值按大小排列
為 3、4、4、6、7、9，則中位數為 5。
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(3). 眾數

眾數為出現頻度(或頻數)最大的隨機變數，一般記為 x)。因此，對於斷續型隨機變
數，觀測值出現最多的數為眾數，例如前述 6個數的情況，眾數為 4。對於連續型隨機
變數，眾數是使得機率密度函數為極大的 x值，即機率密度函數高峰所對應的 x值。

分佈為對稱型的隨機變數，平均值、中位數和眾數三者是一致的，如果分佈不是
對稱型，則三者就不一致了。在可靠度研究中，常遇到不對稱型的分佈，因此，要注
意它們之間的區別。

3.6.2 分散性的尺度

分散性(dispersion)是指分佈的離散程度，其衡量尺度常用變異數、標準差、變異係
數和極差表示，分述如下。

(1). 變異數

變異數為表示分佈分散性的尺度，記為 2
Xσ 。對於斷續型隨機變數，變異數的一

般表達式為：

[ ] ( ) i
iall

2
Xi

2
X pxXV ∑ µ−==σ (36)

對於連續型隨機變數，變異數的一般表達式為：

[ ] ( ) ( )dxxfxXV X
2

Xi
2

X ∫
∞

∞−
µ−==σ (37)

式中 V為一種作用於隨機變數 X運算符號，藉以求得變異數值。上式中取各觀測值與
平均值差的平方，這是因為各個差值有正、負之分，平方可消除正負的影響，否則平
均值為零。

(2). 標準差

變異數的單位是隨機變數單位的平方，為了與隨機變數的單位一致，常用變異數
的平方根作為分散性的尺度，即：

[ ]XVX =σ (38)

上式中的 Xσ 稱為隨機變數 X的標準差，一般而言，假設不同的隨機變數具有同一平均

值 Xµ ，則標準差者越大，則表示其分散性越大。

(3). 變異係數

變異係數為標準差與平均值之比，即：

X

X
XC

µ
σ= (39)
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式中 XC 為變異係數，用它來衡量分佈的分散性，這是一個相對的分散性尺度，顯然變
異係數是無因次的，其值越小越好，及分散性越小。

(4). 極差範圍

極差範圍(range) XR 是觀測值中最大值 maxx 與最小值 minx 之差值，即

minmaxX xxR −= (40)

例如前述起動次數為 410~430 次，則極差範圍  20410430R X =−= 。極差範圍反

映實際情況比較粗略，故一般使用的不多。

一般而言，平均值與標準差是描述分佈很重要且又常用的兩個度量，對於常用的
分佈，如已知其平均值和標準差，則這種分佈的全貌即可全部掌握。因此，對於這些
尺度的概念和意義的理解和掌握是很重要的。由於平均值和變異數的具體求解較煩，
所以為求方便使用起見，將各種分佈的平均值和變異數的計算公式彙整成列表資料是
相當重要的。

4 可靠度理論

4.1 失效機率密度函數

在討論可靠度或壽命問題時，有興趣的隨機變數通常是代表產品的壽命時間或失

效時間 t(正確地說應該是失效發生前的操作或工作時間)，因此在可靠度領域，通常是
以 ( )tfT 表示機率密度函數，有時稱之為失效機蓄密度函數，失效機率密度函數的物理

意義為單位時間的失效機率，亦即發生在時刻 t與 tt ∆+ 之間的失效機率為 ( ) ttfT ∆ ，以
數學式表示如下：

( ) { }ttTtPrttfT ∆+≤≤=∆

圖 2所示為燈泡及電子管之壽命或失效時間機率密度函數。

圖 2 燈泡與電子管壽命機率密度函數曲線

中国可靠性网 http://www.kekaoxing.com

http://www.kekaoxing.com


可靠度技術手冊 可靠度機率理論

rrs-pro 15 12/18/2000

4.2 失效累積分佈函數

至於失效時間之累積分佈函數，則常以 ( )tFT 表示。由於時間的領域範圍為[0,＋

∞]，因此，失效機率函數為：

( ) { } ( ) ξξ=≤= ∫ dftTPrtF
t

0 TT (41)

( )tFT 的物理意義為失效發生時間(或簡稱失效時間)小於或等於 t的機率，亦即物品

操作使用時間累積到 t 時，失效數目相對於全體總數的比率，因此稱為不可靠度函數
(unreliability function)或失效機率函數(failure probability function)。

描述物品的可靠度特性，除了上述兩項直接由機率理論特性所定義的函數之外，
另外還有兩個由於時間本身的特質所衍生定義的函數：可靠度函數與失效率函數。以
下說明這兩個函數的特性，以及其他可靠度參數的意義。

4.3 可靠度函數

由於可靠度所討論的主要是物品的時間績效(performance over time)，常以失效時間
T 表示隨機變數，一般是以可靠度函數(reliability function)說明物品不失效的時間特性，
亦即失效時間大於 t的機率，記為 ( )tR 。可靠度函數與失效機率函數互為共軛關係，因

此，可靠度函數可由失效時間的失效密度函數， ( )tfT ，或失效機率函數， ( )tFT ，求

得，亦即：

( ) { }

( )

( ) ξξ=

ξξ−=

−=
>=

∫
∫

∞
df

df1

)t(F1

tTPrtR

t T

t

0 T

T

(42)

根據機率密度函數的特性，明顯可得，任何一物品初始時的可靠度為 1，而到最後
的可靠度終將趨近於 0，亦即：

( ) 10R =

及

( ) 0R =∞

由此可知，可靠度函數指的是經過一段時間的積分結果，代表此一時間過程(time
interval)(0到 t)中物品時間績效在宏觀的(macro)、全部的(global)等方面的積分平均結果，
而以這段期間終點時刻 t表示此一結果的定位指標。

4.4 失效率函數

失效率函數(failure rate function)，又稱為危害函數(hazard function)，一般記為 h(t)、z(t)
或 ( )tλ 。此函數的意義為，在總數為 0N 的物品中，存活到時間 t 時的物品數目 ( )tN s 與
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在從 t 到 ( )tt δ+ 之間的單位時間( tδ )內發生失效的產品數目 ( )tN f 之間的比率，其中在

時間為 t 時的存活數 ( ) ( )[ ] ( )tRNtF1NtN 0T0S =−= ，明顯可知與 ( )tR 成正比，而且在時

間為 t 時的失效數 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ttfNtFttFNtN T0TT0f δ=−δ+= ，與 ( )tfT 成正比。此一比率

顯然有隨時間的變化關係，其計算式可表示如下：

( )
( )

( )

( ) ( )[ ]
( )

( )

( )
( )
( )tR

tf

tRN
t

ttfN

tRN
t

tFttFN

tN
t

tN

th T

0

T0

0

TT0

S

F

=δ
δ

=δ
−δ+

=δ= (43a)

由此一定義可知，失效率函數代表著在任何一瞬間的單位時間不良率，因此較嚴

謹的稱法為順時失效率函數(instantaneous failure rate function)。由於此函數中的時間 t代表
著任何瞬間的時刻，因此此一函數乃是從微觀的(micro)、局部的(local)角度說明物品的
時間績效特性。

若討論 1t 到 2t 失效發生的失效率時，此時間間隔內發生的失效數除以時間間隔長

度，並假設在該時間間隔開始時刻 1t 之前沒有發生失效，因此：

( ) ( ) ( )
( ) ( )112

21

tRtt

tRtR
t

−
−

=λ (43b)

或以另一種形式表示為：

( ) ( ) ( )
( )tR

tRtR
t

τ
τ+−=λ (43c)

式中 tt1 = 、 τ+= tt2 ，此失效率一般稱為平均失效率。

另外，由於 ( )tfT 、 ( )tFT 與 R(t)之間有如下關係：

( ) ( ) ( )
dt

tRd
dt

tFd
tf T

T −== (44)

因此，h(t)亦可以表示為：

( ) ( )
( )

( )

( ) ( )
( ) ( )

dt

tRlnd

dt

tdR

tR

1

tR
dt

tRd

tR

tf
th T −=−=

−
== (45)

設 t＝0時的可靠度為 1，由上式可求得：

( ) ( ) ξξ−= ∫ dhtRln
t

0

( ) ( )[ ]∫−= t
0

dtthexptR (46)

此即可靠度函數的一般形式，上式在指數函數中的積分式部份一般稱為累積危害

函數(cumulative hazard function)，以 H(t)表示，亦即：

( ) ( ) ξξ≡ ∫ dhtH
t

0
(47)
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亦即，可靠度函數與累積危害函數之間有如下之關係：

( ) ( )tHetR −=

累積危害函數為危害率函數的積分結果，其物理意義可視為在時間(0,t)內累積的平
均失效次數，此一函數並不是機率，因此不必受到必須小於 1的限制。

由上述諸關係可知，已知 ( )tfT 的話，即可求得 ( )tFT 、h(t)、R(t)、H(t)等函數，這

四個基本函數的關係如表 1所示。

4.5 浴缸曲線

一般而言，物品的失效率函數會隨著時間變化而改變，亦即失效率為時間的函數，此
一特性可充分顯示出失效的原因。除了少數應用情形之外，大部份物品的失效率隨時

間的變化幾乎無例外的呈現一浴缸曲線的性質，如圖 3 所示。事實上，此一現象與有
生命的動物(包括人)的壽命特性一樣，因此只要使用失效代替死亡，原本描述人類壽命
分佈特性的情形，都可應用於描述物品的失效行為。

表 1：可靠度特徵量中四個基本函數關係表

( )f tT ( )F tT ( )R t ( )h t

( )f tT
－ ( )

dt

tdFT ( )
dt

tdR− ( ) ( )dtth
0eth ∫
∞

−

( )F tT ( )dttf
0 T∫
∞ － ( )tR1− ( )∫

∞
−

− 0
dtth

e1
( )R t ( ) ξξ∫

∞ df
t

( )tF1 T− － ( )dtth
0e ∫
∞

−

( )h t ( )
( )∫

∞ ξξ
t T

T

df

tf ( )

( )tF1
dt

tdF

T

T

−

( )
dt

tRlnd−
－

圖 3:失效率浴缸曲線
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一般物品的失效行為就像人的壽命一樣，在生命初期有一段很短的期間內

( utt0 ≤≤ )，由於存在著潛在疵病很容易發生失效，其失效率隨著時間變化逐漸遞減，

為一時間的嚴格遞減函數 ( )teλ ，此一時期一般稱為早夭期(infant mortality period)；當時

間超過某一時刻 ut 之後，有一段相當長的時間內( wu ttt ≤≤ )，失效往往是偶然發生

的，物品的失效率大致不變，為一常數值 cλ ，此一時期一般稱為有用期(useful period)；

當時間超過另一時刻 wt 之後，物品的失效率反而隨著時間變化逐漸遞增，為一時間的

嚴格遞增函數， ( )twλ ，此一時期一般稱為磨耗期(wearout period)。由於這三段時間組

合成的失效率函數的形狀很像浴缸一樣，因此稱之為浴缸曲線(bathtub curve)。

4.6 特徵壽命

同型產品每一個個體的失效時間或壽命均不相同，說明此一產品壽命趨勢的指標
稱為特徵壽命，一般用可靠壽命、平均壽命或中位壽命表示之，其間的差異則視產品
的特色而定。

4.6.1 平均壽命

產品無失效時間的平均值，稱為平均壽命(mean life)或平均失效時間(mean failure
time)，一般記為 t或θ。對於可維修物品而言，平均壽命為平均失效間隔時間(mean time
between failure, MTBF)；對不可維修物品而言， 則為平均失效發生時間(mean time to
failure, MTTF)。平均壽命的定義為：

[ ] ( ) ( )dttRdttftTEt
00 T ∫∫
∞∞

=== (48)

4.6.2 中位壽命

當指定產品的可靠度 R＝0.5 時，亦即 ( ) ( ) 5.0tF1tR T =−= ，此時的壽命稱為中位

壽命(median life)，一般記為 t~或 5.0t 。

4.6.3 平均任務時間

對於有些固定任務或預先設定壽限(end of life)， Dt ，的系統而言，則以平均任務時

間(mean mission duration, MMD)表示其特徵壽命，平均任務時間的定義為：

( )

( )dttR

dttftMMD

D

D

t

0

t

0 T

∫
∫

=

=

一般而言，平均任務時間(MMD)小於平均失效時間(MTBF)，亦即：

MTBFMMD <
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4.6.4 可靠壽命

可靠壽命是給定的可靠度值時所對應的壽命時間，記為 ( )Rt 或 R1t − 。一般而言，可

靠度為隨著工作時間 t 的增加而下降的函數，因此對不同的給定 R 值，則有不同的
( )Rt ，即：

( ) ( )tRRt 1−=

式中 ( )⋅−1R 為 R的反函數。

可靠壽命的觀測值是能完成規定功能的產品的比例恰好等於給定可靠度時所對應

的壽命時間。例如對 100個產品進行壽命試驗，指定可靠度 R＝0.9，若當第 10個產品
失效時的時間為 250小時，則 t(0.9)＝250hr。

另外，有些機械元件，是以某一給定的不可靠度值或失效機率來表示所對應的可

靠壽命，例如軸承的 B10就是指當操作時間達為 B10 時，將會有 10%的軸承會發生失
效。

4.6.5 指數分佈產品特徵壽命

若產品的壽命 T 服從指數分佈，這是可靠度技術中用得最多也是最簡單的一種分
佈，它的失效率是常數，即 ( ) λ=th ，則產品的可靠壽命，根據定義解 t得：

( ) ( ) ( )tR

1
ln

tR

1
ln

1
Rt θ=

λ
=

產品壽命為指數分佈，則其平均值，亦即平均失效時間或平均壽命， t，為：

( ) θ=
λ

=λ
λ

=== ∫∫∫ λ−∞ λ−∞ 1
tde

1
dtedttRt t

0

t

0

因此，在應用上，常用θ代替平均失效時間或平均壽命 t，但是必須特別注意的是這只
有在失效時間為指數分佈時才有這種特性。

這表示指數分佈的參數λ與平均值有互為倒數的關係，即失效率與平均壽命或平

均失效時間(MTBF)之間為互為倒數的關係。

中位壽命， t~，將 R＝0.5代入上式中得：

( ) ( ) θ=θ=θ== 693.0
5.0

1
ln

tR

1
ln5.0tt~

當 t 為平均失效時間時，亦即求 θ=t 時的可靠度，因 λ=θ 1 ，因此，可計算得

( )θ=tR 之值為：

( ) 368.0eeR 1 ===θ −λθ−

另外，當 tλ 值很小時，利用泰勒級數將指數函數展開，可得下列近似關係：
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( )
θ

−=λ−≈= λ− t
t1etR t

解 t可以得到可靠壽命的近似式為：

( ) ( )θ−≈ R1Rt

上面的簡單關係式僅適用於可靠度較高的指數分佈，表 2 列出了 9.0R ≥ 的各種典
型可靠度數值之相對可靠壽命值。對非指數分佈的可靠壽命與指數分佈的可靠壽命，
計算結果差別往往很大，不過一般複雜的系統，其壽命大多服從指數分佈，或可用指
數分佈來近似表示。對於非指數分佈，有時為了簡化計算，應用平均失效率的概念，
也可近似應用指數分佈的這些關係式。

表 2: 指數分佈各種可靠度對應的可靠壽命
R(t) 0.9 0.99 0.999 0.9999 0.99999 ⋯
t(R) 0.1θ 0.01θ 0.001θ 0.0001θ 0.00001θ ⋯

5 維護度理論

就可靠度而言，人們所關心的是使設計出來的產品能夠正常工作的時間越長越
好，而就維護度來說，關心的重點則是使設計出來的產品在發生失效時能夠是使失效
儘快排除。將高可靠度與高維護度結合起來，就可以得到高可用度，有關可用度方面
的理論將在下一節中加以討論。

維護度是在設備或系統發生失效後使其方便而快速地恢復到可以工作狀態的一種
度量，它是下列因素的函數：設備設計與安裝、符合規定技術水準人員的可用度、維
護程度與試驗設備的完好性、以及進行維修時所處的環境條件等。

和可靠度一樣，維護度參數也是機率參數，並且也是使用連續型與斷續型隨機變

數、機率參數、和機率分佈進行分析。例如，在某時刻 t完成的維修活動的次數是離散
型維修度參數；又如，完成一次維修活動所需時間則為連續型維護度參數。

利用類似可靠度中的那些函數關係來瞭解基本維護度概念是一種比較好的方法，
可以用與在上一節推導可靠度函數時所使用的同樣方法來推導維護度函數。只不過以

修復時間 opt (或 ttf)代替失效前工作時間 mtt (或 ttr)，以修復率µ代替失效率λ，以在某
時間 t 內成功地完成一次維修活動的機率 ( ) ( )tTPrtM M ≤= ，代替在壽命 t 前發生失效

的機率 ( ) ( )tTPrtF R ≤= 。換句話說，在可靠度與維護度工程函數中，常常採用下列對

應關係。

1. 維護度中的修復時間(ttr)的機率密度函數(pdf)，對應於可靠度中的失效前工作時
間(ttf)的機率密度函數。

2. 維護度中的修復率函數對應於可靠度中的失效率函數。修復率是完成一次維修
活動的速度，並以每小時進行的且成功地完成的修復活動的次數表示。

3. 系統成功地修復的機率或系統維護度，對應於系統失效機率或系統的不可靠
度。

假設修復時間的機率密度函數為 ( )tg ，則維護度函數 ( )tM 為：
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( ) ( )dttgtM t
0∫=

修復率函數 ( )tµ 為：

( ) ( )
( )tM1

tg
t

−
=µ

平均修復時間(MTTR)為：

( )∫
∞=
0

dttgtMTTR

維護度可以表示為修理一定百分比(p%)的所有系統失效所需時間(T)的度量，也可
以表示為失效發生後在時間間隔(T)內可以將系統恢復到工作狀態的機率。

代表性的修復時間可以用平均的、中位的和最大的修復時間表示，分別稱為平均
修復時間、中位修復時間及最大修復時間。這三種代表性修復時間的定義說明如下：

1. 平均修復時間 ( )cttM ：完成一次維修活動所需要的平均時間，即總維修時停機

時間，除以在給定時間間隔內的總維修活動次數，可以下式表示：

( )
∑

∑
λ

λ
=

i

ctii
ct

M
M

式中   iλ      = 該產品第 i個可維修單元的失效率，其維護度必須加以確定並必
須按工作循還、致命性失效、容差、和交互失效等因素加以調
整，這些因素會致使產品效能降低到不得不進行維修活動的程
度。

           ctiM  = 在第 i個可維修單元發生失效時對其進行維修活動所需要的平均

修復時間。

2. 中位修復時間 ctM
~
：能夠完成 50%的全部維修活動的停機時間。

3. 最大修復時間 maxM ：完成規定百分比(例如：95%)的所有維修活動的最長時

間。

6 可靠度/維護度分析常用之機率分佈

由可靠度之定義可知，物品的可靠度與其特性有密切的關係，而物品特性一般可

分為代表空間(spatial)特性的性能(performance)與代表時間(temporal)特性的壽命(life)兩
種，其中性能又可分為非實體的功能(functional)和實體的結構(physical)兩部份。這些特性
或構成這些特性的因素，一般可以透過量測或觀察，用定量的數據(variable)來描述，而
所獲得數據則依所使用工具或方法的解析度(resolution)有所差異，根據數據的屬性不同
又可區分為連續變數(continuous variable)及斷續變數(discrete variable)。然而物品特性或構
成物品特性的各種因數大多具不確定性(uncertainty)，因此常用隨機變數(random variable)
表示之。

每一隨機變數均可使用適切的機率分佈來加以描述，一般決定機率分佈的方法不
一，有時可根據工程經驗決定數據的機率分佈種類。例如在連續型隨機變數方面，一
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般的功能多可以假設用常態分佈(normal distribution)、對數常態分佈(log-normal distribution)
等機率分佈來描述，結構強度與物性多為常態分佈、對數常態分佈、韋伯分佈(Weibull
distribution)、瑞雷分佈(Rayleigh distribution)等機率分佈來描述，而時間數據則多以指數分
佈(exponential distribution)、韋伯分佈、常態分佈、伽瑪分佈(gamma distribution)等機率分
佈來說明；在斷續型隨機變數方面，性能特性常用二項分佈(binomial distribution)表示，
而時間特性則使用波桑分佈(Poisson distribution)；詳細情形如圖 4所示。

物    品 性    能 功    能

實    體

時    間

計    數

計    量

二    項

常    態

對數常態

極    值

韋    伯

計    數 二    項

計    量 常    態

對數常態

極    值

韋    伯

瑞    雷

計    數 波    桑失效時間

計    量 指    數

韋    伯

對數常態

常    態

伽    瑪

壽    命 計    量 常    態

韋    伯

維修時間 計    數 波    桑

經濟壽命

指�   數計    量

對數常態

特   性 變    數 屬    性 分    佈 參    數

ｎ,ｐ

μ,σ

ζ,η�

ｍ,η

ｎ,ｐ

ｍ,η�

ζ,η�

ｍ,η�

σ

ｍ,η�

λ

μ,σ

μ,σ

μ,σ

μ,σ

μ,σ

μ,σ

μ,σ

ｋ,λ

λ，Ｔ

λ

λ,Ｔ

圖 4：產品特性與機率分佈之種類

表現產品生命週期可靠度特徵最具代表性的是失效浴盆曲線，通常可以用韋伯分
佈、指數分佈及常態分佈來分別描述此一曲線的早夭期、有用期及磨耗期三個區域的
失效壽命特性。

用於維護度分析的機率分佈數量要比用於可靠度分析的少一些，這可能是由於在
發展過程中維護度歷來落後可靠度理論。
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在維護度分析中最常用的機率分怖有：常態、對數常態與指數分佈。事實上，正
如在設備與系統的可靠度分析中一樣，指數分佈已經得到最廣泛的應用，在設備與系
統的維護度分析中，對數常態分佈也得到了最廣泛的應用。許多研究工作都證明了對
數常態分佈最適於維護度分析。

儘管在維護度分析中應用最普遍的是對數常態分佈，但也可以使用其它分佈，如
韋伯分佈和伽瑪分佈，這決定於數據的分析和分佈適配度檢定的採用情況。

6.1 常態分佈

常態分佈(normal distribution)又叫高斯分佈(Gaussian distribution)，是常用的一種分
佈，它是研究量測中許多偶然因素所引起的誤差而得到的一種分佈。這些偶然因素中
每個的影響都很小，而且互相獨立。在一般裝備常遇到的零件尺寸、材料強度、金屬
磨損、作用載荷等由許多微小且相互獨立的偶然因素引起的隨機變數，都服從常態分
佈。

6.1.1 機率密度函數與累積分佈函數

常態分佈的機率密度函數 fX(x)與累積分佈函數 FX(x)分別示如下：

( ) +∞<<∞−

















σ

µ−−
πσ

= x,
x

2

1
exp

2

1
xf

2

X

X

X
X (50a)

( ) ( ) dx
x

2

1
exp

2

1
dxxfxF

2

X

X

X
XX


















σ

µ−−
πσ

== ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
(50b)

由上式可知，常態分佈有兩個參數，其中 Xµ 與隨機變數 x 為加減關係，為常態分

佈之位置參數(location parameter)；另外一個參數 Xσ ，與隨機變數為乘除關係，為常態
分佈之尺度參數(scale parameter)。

6.1.2 數學期望值

常態分佈之平均值(對原點之一階轉矩)與變異數(對中心點之二階轉矩)，可由已知
機率密度函數之期望值分別求得為：

[ ] XXE µ= (51)

[ ] 2
XXV σ= (52)

由上式可知，常態分佈之平均值(mean)等於位置參數，而標準偏差(standard deviation)
則為尺度參數。
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6.1.3 特性描述

常態分佈呈吊鐘形分佈，通常以 ( )2
XX ,N σµ 表示，也有以 ( )XX ,;xnor σµ 表示的。常

態分佈具有如下特徵：

(1). ( )xfX 曲線以 Xµ 為對稱，在 Xµ 兩側曲線與橫座標軸間的面積各為 0.5；

(2). ( )xfX 曲線在 Xx σ± 處為反曲點；

(3). 從 Xµ 左右各距離一個 Xσ ，各佔面積 34.13%，再距離一個 Xσ ，各佔 13.59%，

又距一個 Xσ ，又各佔 2.145%，大於 X3x σ+ 或小於 X3x σ− 所佔面積很小，均不
超過 0.135%。由此可見，在( XX σ±µ )區間內的機率為 68.26%，在( XX 2σ±µ )

區間內的機率為 95.44%，在( XX 3σ±µ )區間內的機率為 99.73%，在( XX 3σ±µ )

區間外的機率僅為 0.27%，不足 0.3%，所以常態分佈隨機變數的觀測值落在
( XX 3σ±µ )區間內的機率幾乎是肯定的，這就是所謂的「 σ3 原則」。

當討論失效時間的可靠度問題時，常以隨機變數 T 代替隨機變數 X。一般隨機變
數 X的領域為[－∞,＋∞]，而隨機變數 T的領域則為[0,＋∞]。因此，時間常態分佈的
可靠度函數 R(t)、失效率 h(t)可由前節所推導得的關係式求得，結果如下所示：

( )














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2

1
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
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∞

∞

d
2

1
exp

2

1

dftR

2

T

T
t

T

t T

( ) ( )
( )

∫
∞
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圖 5為常態分佈之機率密度函數 ( )tfT 、可靠度函數 R(t)及失效率函數 h(t)曲線。根

據常態分佈的特性，當 Tσ 愈小時， ( )tfT 在平均值周圍的離散範圍愈小，R(t)在平均值

附近驟減，h(t)在平均值附近驟增。但在常態分佈，當 Tσ 增加的話，在 t＝0 時有不可

忽視的失效發生機率，不合實際。因而，可靠度或 ppm 管理之類以失效發生機率小的
事件為對象時，或以偏離平均值的分佈尾端為問題時，必須慎重利用常態分佈。

根據統計學的中央極限定理(central limit theorem)，變數個數愈多時，多個隨機變數
之和的分佈愈接近常態分佈，因此，常態分佈適用於可表現為多個隨機要因之和的機
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率現象，稱為機率加法性，但不適用於產品壽命之類要因中之最小值決定品質的問
題。

在處理常態分佈隨機變數時，通常將之轉換成標準常態隨機變數(z)：

( )
σ

µ−= t
tz (55)

經由此一轉換關係，常態分佈隨機變數之機率密度函數、累積分佈函數、可靠度

函數及失效率函數，可用標準常態機率密度函數， ( )⋅φ ，及標準常態累積分佈函數，
( )⋅Φ ，表示如下：

( )

( )z

z
2

1
exp

2

1

t

2
1

exp
2

1
tf

2

2

T

T

T
T

φ=









π
=


















σ

µ−
−

πσ
=

(56)

圖 5  常態分佈之機率密度函數、可靠度函數及失效率函數曲線
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( ) ( )

( )
( )z

d

dftF

z

t

Φ=

ξξφ=

ξξ=

∫
∫
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∞−

( ) ( )
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d
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∫
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∞

( ) ( )
( )

( )
( )z1

z

tR

tf
th T

Φ−
φ

==

標準常態分佈為一無參數之機率分佈，其 pdf， ( )⋅φ ，及 CDF， ( )⋅Φ ，在一般機率
與統計書籍中均可找到適當的圖表，應用上頗為方便。

6.1.4 應用說明

常態分佈的失效率為隨時間增加的樣式，很適合用以描述耗損型失效，例如電燈
的壽命、熔絲的熔斷時間、輪胎壽命、機械零件的失效、材料強度的安全係數等，均
可用常態分佈來討論。

6.2 對數常態分佈

6.2.1 機率密度函數與累積分佈函數

對數常態分佈是指隨機變數 t，（ ∞<< t0 ），的對數值( tlnY = )符合常態分佈

( )2
YY ,N σµ 時的分佈，一般記為 ( )YY ,;tln σµ ，其機率密度函數、累積分佈函數分別可用

下式表示：

( ) ∞<<

















σ

µ−−
πσ

= t0,
tln

2

1
exp

2t

1
tf

2

Y

Y

Y
T (58)

( ) ( )

∫

∫

ξ

















σ

µ−−
πξσ

=

ξξ=

t

0

2

Y

Y

Y

t

0 TT

d
tln

2

1
exp

2

1

dftF

(59)

6.2.2 數學期望值

對數常態分佈的參數可由標準常態分佈表求得，其平均值 E[T]及變異數 V[T]如下
所示：
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[ ] 




 σ+µ= 2

YY 2

1
expTE (60)

[ ] ( ) ( )[ ]1exp2expTV 2
Y

2
YY −σσ+µ= (61)

6.2.3 特性描述

圖 6(a)(b)(c)為 fT(t)、R(t)、h(t)＝fT(t)/R(t)之例，可見對數常態分佈考慮 t>0的領域即
可，機率密度函數形成以極大值為中心而左右非對稱，當 Yσ 小時，接近常態分佈。失
效率隨著隨時間 t增加而增加，不久則漸減，此樣式猶如製造廠除去初期失效後出貨，
遺漏的初期失效會在使用初期的階段發生，最後逐漸穩定於產品固有失效率的過程。

6.2.4 應用說明

常態分佈為多個隨機變數之和的分佈，對數常態分佈可視為多個隨機變數之積的
分佈。一般鏈的強度取決於最弱的一環，物品的失效常由構成組件的最弱處發生，考
慮失效要因之積的分佈，即可瞭解此種失效。

有些物理現象，如電晶體材料的疲勞破壞，由於暴露而造成的腐蝕等，其疲勞裂
紋的增長及腐蝕深度隨著時間的增加而逐漸增大，這些現象引起的疲勞壽命服從對數
常態分佈。一般而言，對數常態分佈適用於機械材料的疲勞強度或疲勞壽命、磨耗壽
命分佈的研究，半導體、電容器等電子零件的失效時間分佈，人為失誤或個人能力的
分佈等都符合對數常態分佈，在可靠度領域中，對數常態分佈比常態分佈重要。

6.3 指數分佈

6.3.1 機率密度函數與累積分佈函數

指數分佈是失效率 λ對時間成一定值的分佈，一般記為 ( )λ;texp ，在失效曲線的偶
發失效領域成立，其機率密度函數及可靠度函數分別為：

( ) ( ) λ<∞<<λ−λ= 0,t0,texptfT (62)

( ) ( ) ( )texp1dttftF
0 TT λ−−== ∫
∞

( ) ( ) ( )texptF1tR T λ−=−= (63)

由上式可知，指數分佈有一參數，與隨機變數 t為乘除關係，因此為指數分佈的尺度參
數。
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圖 6：對數常態分佈之機率密度函數、可靠度函數及失效率函數曲線
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6.3.2 特性描述

壽命時間呈指數分佈之機率密度函數、可靠度函數及失效率函數如圖 7 所示，由
圖可看出 ( )tfT 在時間短處呈最大值，亦即：

( ) λ== 0tfT (64)

可靠度函數的趨勢與機率密度函數相似，失效率函數則不隨時間而變化，為一常
數值λ，亦即：

( ) λ=th

圖 7 指數分佈之機率密度函數、可靠度函數及失效率函數曲線

指數分佈的重要性質之一為無記憶性(memoryless)，即一物品的失效時間為指數分
佈，則當時刻為τ物品為正常時，則在τ以後操作一段時間 t 的可靠度或剩餘壽命和新
的產品一樣，與τ無關，亦即：

( ) ( )
( )

( )( )
( )

( )texp

exp

texp

R
tR

T|tTR

λ−=
λτ−

τ+λ−=

τ
τ+=τ=τ+=

當產品的壽命等於平均壽命時之可靠度值為：

( ) ( ) 368.01expexptR =−=






θ
θ

−=θ=
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可見指數分佈在平均壽命θ延長時，標準偏差也與之同等增大，壽命等於平均壽命時

的存活數為總數的 36.8%，遠小於常態分佈之 50.0%，此種性質對產品的可靠度而言未
必理想。所以，指數分佈領域不可視為偶發失效，須調查失效原因，減少失效要因。

6.3.3 應用說明

以前，電子管壽命被列為指數分佈的代表，有礙電子裝備的高可靠度化，但隨著
失效原因的減少，電子管的壽命也接近常態分佈，也實用於高可靠度裝備。

指數分佈在產品複雜、失效原因重合時，失效的發生時點不規則化，可用偶發模
型說明。經驗上知道修理而使用的產品失效間隔時間符合指數分佈。理論上也證明此

事的妥當性。亦即，根據 Derrick 的指數極限定理，修理而使用的產品不論構成組件的
失效分佈是什麼，產品的失效間隔時間(time between failure)最後呈指數分佈。在產品使
用前進行除錯(debugging)，除去初期失效的零件，更換良品，或使用一段時間後，預防
性更換容易失效的零件，進行預防保養，即可使產品的失效率一定化，這些場合可用
指數分佈。

6.4 韋伯分佈

6.4.1 機率密度函數與累積分佈函數

韋伯分佈是W. Weibull先生在研究金屬材料疲勞壽命時所發現的機率分佈，一般記
為 ( )η,m;twei ，其機率密度函數 ( )tfT 、累積分佈函數 ( )tFT 、可靠度函數 R(t)、及失效率

函數 h(t)，分別說明如下：

( ) η<<∞<<

















η

−





ηη

=
−

,m0,t0,
t

exp
tm

tf
m1m

T (67)

( )

















η

−−=
m

T
t

exp1tF (68)

( )

















η

−=
m

t
exptR (69)

由上式可求得失效率函數為：

( ) ( )
( )

1m
T tm

tR

tf
th

−







ηη

== (70)

上式為兩參數韋伯分佈，其中 η與隨機變數 t 為乘除關係，因此為韋伯分佈的尺度參

數， η又稱為特性壽命(characteristic life)，可衡量平均壽命，當 η=t 時，可靠度為

36.8%，η相當於指數分佈的平均壽命；另外一個參數 m與隨機變數為冪次方關係，因
此為形狀參數。
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6.4.2 數學期望值

韋伯分佈的平均值與變異數分別為：

[ ] ( )






 +Γη=

= ∫
∞

1
m

1

dttftTE
0 T

(71)

[ ] ( )














 +Γ−





 +Γη=

= ∫
∞

1
m
1

1
m
2

dttftTV

22

0 T
2

(72)

其中 ( )⋅Γ 為伽瑪函數(gamma function)。

6.4.3 特性描述

韋伯機率密度函數中的 m為形狀參數，決定分佈的形狀， η為尺度參數，與平均
壽命有關。當 m<1 時，失效率隨時間增加而減少， ( )tfT 、R(t)呈初期失效型分佈；當

m=1 時，失效率為一定值，不隨時間變化，韋伯分佈與前述指數分佈相同；當 m>1
時，失效率隨時間增加而增加，屬於磨耗型失效分佈；當 m接近 2 時，韋伯分佈的

( )tfT 接近對數常態佈；當 m=2時，又稱為瑞雷分佈(Rayleigh distribution)；當 m介 3.4至

3.8時，韋伯分佈的機率密度函數 ( )tfT 接近常態分佈。選擇適當的 m值，韋伯分佈可以
符合包括初期失效期、偶發失效期及磨耗失效期等三個階段的全領域失效分佈，同時
也可以近似對數常態分佈及常態分佈，因此，韋伯分佈適於描述很多的可靠度數據。

圖 8為 m=0.25、1、2及 4， 1=η 時的 ( )tfT 、R(t)及 h(t)。

當 m大於 1時，可假設 [ ] 1m11 ≈+Γ ，故可由特性壽命得到平均壽命的近似值：

η≈µ

6.4.4 應用說明

韋伯分佈的形狀參數 m與物品的失效原因或機理有著密切的關係，因此根據資料
評估結果所獲得之 m 值可推論失效之可能機制。由機率密度函數的形式可知，韋伯分
佈是將指數分佈一般化，另一方面可從表示最小值或最大值之極值分佈推導出韋伯分
佈，亦即韋伯分佈可視為很多隨機變數最小值的漸近分佈，產品失效起因於產品的最

弱處，所以，極值分佈之一的韋伯分佈很符合實際產品的失效數據，熱點(熱集中)或電
場集中所引致的電子零件失效、應力集中所引致的金屬材料裂紋成長及破壞等為其

例。根據經驗累積，各種零件與裝備的失效時間資料以韋伯分佈評估所獲得的 m值如
表 3所示。

以上是認為開始觀測後，總會發生失效，不過，實際上，有時在某一段期間中看
不出失效，例如在樹脂密封式零件，空氣中的水分在樹脂中擴散，與內部的元件反
應，使零件特性劣化時，水分在樹脂中擴散而達到元件前，看不出失效，此時，上述
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有關失效分佈的各個函數須導入開始失效前的時間ζ。導入第三個參數ζ後的韋伯分
佈，其機率密度函數成為：

圖 8: 韋伯分佈（ 1=η ）之機率密度函數、可靠度函數及失效率函數曲線
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( )

















ζ−η
ζ−

−





ζ−η
ζ−

η
=

− m1m

T
t

exp
tm

tf (73)

上式中新增參數ζ與隨機變數為加減關係，稱為位置參數，實用上，有時稱ζ為保證期
間或無失效時間。

表 3：各種物品韋伯失效分佈之形狀參數
物品名稱 m值 物品名稱 m值 物品名稱 m值

電晶體 0.2 – 1.2 馬達 3.0 電視 0.65 – 0.75
積體電路 0.3 – 0.9 汽車用點火線圈 0.75 計算機 0.85 – 1.1
電子管 1.0 – 2.8 馬達軸承 3.0 冰箱 1.3 – 1.7
電阻器 0.3 – 0.7 離合器軸承 0.92 空調裝置 1.0
電容器 0.3 – 0.9 閘踏板 1.46 升降機 0.8 – 1.0
燈泡 2.7 – 3.0 墊圈 1.2 – 1.5 自卸卡車 1.0 – 1.7
標示燈 1.2 – 2.3 彈簧 3.1 煉油裝備 0.84 – 1.18
開關 2.3 – 2.5 油壓幫浦 4.2 煞車設備 1.0 – 1.3
微開關 2.6 油壓汽缸 1.8

6.5 伽瑪分佈

6.5.1 機率密度函數與累積分佈函數

伽瑪分佈可以視為 k 個指數分佈之和的分佈，一般記為 ( )λ,k;tgam ，其機率密度函

數、累積分佈函數、可靠度函數及失效率函數分別如下所示：

( ) ( ) ( ) ( ) λ<<∞<<λ−λ
Γ

λ= − 0,k0,t0,texpt
k

tf 1k
T (74)

( ) ( ) ( ) ( ) ξλξ−λξ
Γ

λ=
−

∫ dexp
k

tF
1kt

0T (75)

( ) ( ) ( ) ( ) ξλ−λξ
Γ

λ
=

−∞
∫ dexp

k
tR

1k

t
(76)

( ) ( )
( )

( ) ( )
( ) ( )∫

∞ −

−

ξλξ−λξ

λ−λ==

t

1k

1k
T

dexp

texpt

tR

tf
th (77)

其中 k為形狀參數、λ為尺度參數， ( )⋅Γ 為伽瑪函數：

( ) ( )duuexpuk
k

1k −=Γ ∫
∞ −

當 k為整數時，其數值為( 1k − )的階乘，亦即：

( ) ( )!1kk −=Γ
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6.5.2 數學期望值

伽瑪分佈的平均值與變異數分別為：

[ ] θ= kTE (78)

[ ] 2kTV θ= (79)

6.5.3 特性描述

圖 9 為伽瑪分佈之機率密度函數、可靠度函數及失效率函數。當 k=1 時則為指數
分佈，k<1 時為初期失效型分佈，k>1 時為磨耗失效型分佈，此一特性類似韋伯分佈，
但是在韋伯分佈的失效率隨時間增大而收斂於零或無限大，而當時間為無限大時伽瑪

分佈的失效率趨近於常數值 h(t)＝1/θ，在選用分佈種類時需注意此一特性。

6.5.4 應用說明

在實用上，由於伽瑪分佈參數的推定比韋伯分佈難，而且也沒有建立機率圖可資
應用，因此一般並不常用。不過在應用貝氏統計時，伽瑪分佈因為分析容易而常用以
說明具有隨機特性的失效時間或壽命等可靠度參數。

伽瑪分佈是不規則的波桑式衝擊累積 k 次才失效的模型，可應用於不連續負荷作
用ｋ次時就失效的產品，例如沖洗閥、開關之類使用方式不規則，為隨機方式，其偏
差以失效前的次數偏差大時，產品壽命的機率性質主要取決於使用次數的分佈，此

時，失效前的使用次數 k可近似視為一定值，在 t時間的不可靠度可當成在 t內有不連
續負荷作用 k次以上的機率，適用伽瑪分佈。

6.6 二項分佈的特徵與應用

6.6.1 機率密度函數與累積分佈函數

在許多工程測試中，若每次測試都符合下列假設條件：

(1). 每次測試僅有兩種可能發生的結果，某事件發生或不發生；

(2). 該事件發生的機率，在每次測試中恒為常數；

(3). 每次測試在統計上均為彼此相互獨立。

滿足上述條件的事件所構成的序列稱為柏努利序列(Bernoulli sequence)。假設每一次
測試中，事件發生的機率為 p，不發生的機率為 p1− ，則在做了 n次連續測試的柏努利

序列中，事件 A發生 r次的機率 f(r)為斷續型機率分佈，可表示成：

( ) ( ) r0,n0,,2,1,0r,p1p
r

n
rf rnr <<=−





= − L (80)

滿足上式的機率分佈稱為二項分佈(binomial distribution)，一般記為 ( )p,n;rbin ，二項

分佈兩 n及 p兩個參數。
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圖 9: 伽瑪分佈之機率密度函數、可靠度函數及失效率函數曲線

中国可靠性网 http://www.kekaoxing.com

http://www.kekaoxing.com


可靠度技術手冊 可靠度機率理論

rrs-pro 36 12/18/2000

6.6.2 數學期望值

二項分佈的平均值 [ ]rE 與變異數 [ ]rV 分別為：

[ ] nprE = (81)

[ ] ( )p1nprV −= (82)

6.6.3 特性描述

典型的二項分佈如圖 10所示。

6.6.4 應用說明

二項分佈常用於電鍍的缺痕分佈、電話的接線錯誤分佈、機械性缺陷分佈、矽晶
片的缺陷數之類計數型數據、半導體積體電路的良品率評估，以及成敗型系統的可靠

度或成功機率等。另外，二項分佈也常用於計算複雜的 n中取 k系統或複聯系統的可靠
度。

圖 10 二項分佈機率密度函數
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6.7 波桑分佈

6.7.1 機率密度函數與累積分佈函數

有些工程與物理問題，可能是在時間上或空間上的任何一點發生的事件，這種時
間或空間的問題，亦可用柏努利序列來處理，只要將所討論問題的時間或空間領域劃
分為若干小區間，並假設在任何小區間只有事件發生或不發生兩種可能性。但若事件
可發生在任何時間或空間上的任何一點，則該事件可能在某時間或空間區間內發生一

次以上，在此種情況下，利用波桑序列(Poisson sequence)或波桑過程(Poisson process)較
能描述事件發生的情形。

波桑過程係基於下列假設而得：

(1). 事件可隨意發生時間上或空間上的任何一點；

(2). 某已知時間或空間內，該事件發生與否，並不影響與該區間不相重疊的其他區
間內，該事件是否發生的機率；

(3). 在小區間內 t∆ 裡，事件發生的機率與 t∆ 成正比，可用 t∆ν 表示。此處ν為該事
件平均發生率，可假設為常數，並且在小區間內事件發生兩次或兩次以上的機
率，因其太小為 t∆ 的高階項可略而不計。

基於這些假設，若考慮某事件在特定時間 t 內發生的次數，則此一次數為隨機變
數。亦即，若以 iX 代表在時間或空間區間 t內某事件發生的次數，則發生機率為：

( ) ( )
t0,0,,2,1x,

!x

te
xXP

xt

i <ν<=ν==
ν−

L (83)

滿足上式條件即為波桑分佈(Poisson distribution)，一般記為 ( )t,;rpoi ν ，此處ν為事件
的平均發生率(mean occurrence rate)，亦即事件在單位時間或空間內發生的平均次數，而
在時間或空間 t內發生的次數為 tν 。

6.7.2 數學期望值

波桑分佈的平均值與變異數都等於 tν ，亦即：

[ ] trE ν= (84)

[ ] trV ν= (85)

6.7.3 特性描述

柏努利序列與波桑過程有相同與相異之處，在某種情形下，波桑分佈可視為二項
分佈的近似分佈，亦即，當二項分佈的期望值 mnp = 為定值，而 0p → 、 ∞→n 時，

二項分佈的機率密度函數變成：

( ) m0,,2,1,0r,
!r

me
rf

rm

<==
−

L
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實際上，若是 1.0p ≤ ，二項分佈可用波桑分佈近似，可靠度數據常討論不良率 p

小的領域，其分析主要用波桑分佈，以 m為參數的波桑分佈如圖 11 及圖 12 所示，當
m增大的話，波桑接近常態分佈。

圖 11: 波桑分佈機率密度函數

圖 12: 波桑分佈機率密度函數
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把上述波桑分佈用於可靠度問題時，用時間 t取代試件數 n，用失效率λ取代不良
率 p，用操作 t小時後的期望失效數λt取代參數 m即可，亦即：

( ) ( )
t0,0,,2,1,0r,

!r

te
rf

rt

<λ<=λ=
λ−

L (85)

此式表示操作 t時間中，發生 r 個失效的機率，在此設 r=0，及可求得指數分佈的
可靠度函數，如此，波桑分佈與指數分佈成表裡關係。

6.7.4 應用說明

波桑分佈可應用於策訂壽命試驗抽樣計畫、維修用備份零件數的決定等。

7 可用度理論

可用度概念原來是為一些可維修的系統提出的，這些系統需要連續(日夜)地工作，
而要求在任一隨機時刻，或是處於工作狀態、或是由於失效而「停機」時努力維修工
作，以便在最短的時間內恢復工作。在最初的概念中，認為系統僅有兩種可能的狀態

(即處於工作或處於維修)，並把可用度定義為系統，在經受由「開機」和「停機」構成
的連續交替更新循環過程後，能夠在任一隨機時刻正常工作的機率，也就是說，可用
度是可靠度與維護度參數的組合。

為簡單說明起見，只考慮連續工作的單台設備，如果對設備在某一時間間隔工作

或停機的情況保持記錄，便可能把設備的可用度描繪成如下所示的由分佈函數 ( )AH 定
義的隨機變數。

可用度的期望值就是在所有可能的變數範圍內， ( )AH 函數的平均值，另一方面，
當討論系統穩態可用度時，還要考慮設備總體的特性，如果有許多設備已經工作一段

時間，則在任一特定時刻，應當期望處於 0(可用的)狀態的設備數量是 0NP 。因此，可

用設備數與設備總數的比值就是 00 PNNP = 。

7.1 基本概念

系統可用度可按下列方式定義：

1. 瞬時可用度 ( )tA ：系統開始工作之後，在任一隨機時刻 t可供使用的機率。

2. 任務可用度 ( )12m ttA − ：在任務期間，系統可以使用的時間在時間間隔( 12 tt − )
中所佔的比例，亦即

( ) ( )dttA
tt

1
ttA 2

1

t
t

12
12m ∫−

=−

這個參數也叫做平均可用度( avA )。

3. 穩態可用度 sA ：系統在開始工作之後，當時間 t 變得很長或當 ∞→t 時，在時

刻 t的某一點可以使用的機率，亦即：
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( )tAlimA
t

s
∞→

=

4. 實有可用度 aA ：

總時間

開機時間

總時間

停機時間 =−= 1Aa

其中停機時間包括所有維修時間(預防性及改正性的維修時間)、行政時間及後勤
時間。

5. 固有可用度 iA ：

MTTRMTBF

MTBF
A i +

=

iA 不包括行政時間及後勤時間；事實上，它一般也不包括預防性維修時間。 iA
主要是設備與系統基本設計的函數。

瞬時可用度、任務可用度、及穩態可用度等 3種可用度如圖 13所示。

可
用
度

工作時間, t　　

1.0

2t1t

( )tA瞬時可用度

( )12m ttA −任務可用度

sA穩態可用度
( ) →− 12m ttA

→sA

圖 13：瞬時、任務、與穩態可用度之間的關係

7.2 可用度模型的建立

7.2.1 概述

在複雜系統的可用度研究中，馬可夫過程是有用的數學模型，馬可夫過程的基本

概念是系統「狀態」(如：工作、不工作)及狀態「轉換」(由工作狀態到由於失效而處
於不工作狀態，或從不工作狀態到由於維修而處於工作狀態)的概念。
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馬可夫過程由從狀態 i到狀態 j的轉換機率定義的一組機率 ijP 來定義，馬可夫過程

模型最重要的特徵之一就是轉換機率 ijP 只決定於狀態 i與狀態 j，而與所有以前的狀態

(最後一個狀態，即狀態 i除外)無關，此外 ijP 也不隨時間變化。

在利用馬可夫過程建立系統可用度模型時，應該做出下列補充假設：

1. 在時間(t, t+dt)發生失效的條件機率為 dtλ ；

2. 在時間(t, t+dt)完成維修的條件機率為 dtµ ；

3. 同時出現兩次或更多次失效或維修的機率為零；

4. 每次失效或維修的事件與所有其他事件無關；

5. 失效率λ與修復率µ為常數(如：指數分佈)。

7.2.2 單台設備可用度分析

馬可夫過程用於簡單的單台設備的可用度分析說明如後，該設備的失效率為λ、修
復率為µ，則在( t , dtt + )時的失效條件機率為 dtλ ，在( t , dtt + )完成修復的條件機率為

dtµ 。單機設備的可用度，亦即設備在時刻 t能夠工作(狀態 0)的機率為：

( ) ( )tPtA 0=

而設備在 t時不能夠工作(狀態 1)的機率為 ( )tP1 ， ( )tP0 與 ( )tP1 的關係為：

( ) ( ) 1tPtP 10 =+

同理可推導得系統在 dtt + 處於狀態０及狀態 1的機率分別為：

( ) ( )( ) ( ) dttPdt1tPdttP 10 µ+λ−=+

( ) ( ) ( )( )dt1tPdttPdttP 101 µ−+λ=+

依此關係，可建立下列微分方程式組：

( ) ( ) ( )tPtPtP 10
'
0 µ+λ−=

( ) ( ) ( )tPtPtP 10
'

1 µ−λ=

上述微分方程式加上初始條件 ( ) 10P0 = 及 ( ) 00P1 = ，可利用拉普拉斯轉換處理求解
得可用度為：

( ) ( ) ( )t
0 etPtA µ+λ−

µ+λ
λ+

µ+λ
µ==
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( ) ( )

( )

( ) ( )
( )( )12

2

1

2

1

tt

12
2

t
t

t

12

t
t

12
12m

e
tt

dte
tt

1

dttA
tt

1
ttA

−µ+λ−

µ+λ−

−µ+λ
λ−

µ+λ
µ=









µ+λ

λ+
µ+λ

µ
−

=

−
=−

∫

∫

( )
( )

µ
λ+

=

µ+λ
µ=

∞=

=
∞→

1

1

A

tAlimA
t

s

當
MTBF

1=λ 及
MTTR

1=µ ，穩態可用度變為：

MTTRMTBF

MTBF
A s +

=

一般而言，µ的值要比λ大得多，因此 sA 可以寫為：

µ
λ−≅−

µ
+

µ
λ−=

µ
λ+

= 1
2

1
1

1
A

2s L

如前所述，瞬時部分減小速度比較快，而且在時間為
µ+λ

4
時，由於瞬時部分變得

非常小，因此可以忽略不計，如圖 14所示。亦即達穩態可用度的時間為：

µ+λ
= 4

t s

如果修復率µ比失效率λ大得很多，則穩態時間可近似簡化為：

µ
= 4

t s
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可
用
度

工作時間, t　　

1.0

sA穩態可用度

→sA

µ+λ
= 4

t s

圖 14：可維修單機設備可用度

7.3 可用度和可靠度與維護度之關係

系統的有效度和成本有效性模型是進行系統權衡研究的最好工具，由於複雜性所
致，這些模型大多數是電腦化的。利用電腦化的模型可以在大量的效能、任務輪廓、
可靠度、維護度、後勤支援、及其它參數發生任何變化時，立即估計這種變化對系統
有效度與總成本所產生的影響。因此，成本有效度模型建立與估算，除了可以用來從
許多競爭的備選方案中選擇特定的系統設計方案，而且為了對從系統到零件層級的權
衡研究所進行參數敏感度研究與最佳化設計，都是一種強而有力的工具，最佳化的設
計是為了在給定的的預算與生命週期成本限制內，提供最有效的系統，或者具有預期
的有效度水準的最經濟的系統。

然而，權衡研究往往僅限於達到規定的 系統有效度並符合規定的可靠度與維護度
需求，特別是對比較簡單的系統來說，更是如此。因此，也就可使用本節所示的那些
比較簡單的權衡技術。

可靠度與維護度共同決定系統的固有可用度，因此，當規定了可用度需求時，需
要在可靠度與維護度之間進行權衡的可能性很大，因為在穩態時，可用度僅決定於

MTTR和MTBF之比。這個比關係到維修時間比(MTR)，並用符號α表示，即：

MTBF

MTTR=α

因此，固有可用度公式為：

α+
=

+
=

1

1

MTTRMTBF

MTBF
A i
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