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摘要 : 多阶段任务系统是指系统在连续完成多个阶段任务过程中 ,任务成功与部件的关系不断变化的系统 .

定义了任务结构函数来表示任务成功与部件关系 ,同时给出了多阶段任务系统的备件保障度模型 ,该模型可
以计算任意任务结构函数变化的多阶段系统的备件保障度 ,为任务前确定备件携行量提供决策依据. 在该模
型的基础上 ,给出了一个计算 k 阶段变化的 k/ N 系统备件保障度的实例.
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Abstract : Phased2mission system is a kind of system whose system configuration , success criteria and
component behavior may vary from phase to phase. This paper defines the relation between system config2
uration and success criteria as mission configuration function and presents a spare availability mathemati2
cal model for phased mission system. Using this model , we can make a decision on the quantity of spare

part in hand when the system will implement different phased mission. This paper gives an example on a
k2out2of2N system with different k in different phases.
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0 　引 　言

多阶段任务系统是指系统在连续完成多个阶

段任务过程中 ,任务成功与部件的关系不断变化

的系统. 随着装备技术的发展及功能任务的多样

化、多用途化 ,该类系统不断增多. 例如某有源相

控阵雷达 (active phased array radar , APAR) 上有四

个面 ,每个面由许多功能相同的传输与接收部件

组成的 ,是一个热贮备冗余 k/ N ( G) 系统 (后面简

称 k/ N 系统) ,在满足基本要求的情况下 ,正常工

作部件数量与全部部件数量的比值影响雷达的分

辨率 ,当该雷达要完成多个连续的灵敏度要求不

同的阶段任务时 ,该系统就是一种多阶段任务系

统. 备件保障度是指在指定的工作任务时间内 ,当
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部件失效后 ,能够立即获得相应数量备件的概率.

对于多阶段任务系统 ,备件保障度不仅仅取决于

备件的数量和工作时间 ,还取决于每个阶段的任

务成功与部件的关系 ,所以有必要研究多阶段任

务系统的备件保障度模型.

在备件保障度和多阶段任务系统可靠性分析

方面 ,国内外许多学者已经作了一些研究 ,文献

[1 ,2 ]通过马尔可夫过程和更新过程给出了系统

的最优战略储备量计算方法 ;文献[3 ]分析了给定

部件失效的情况下 ,单个备件的订货和库存费用

问题 ;文献[4～6 ]则分析了 k/ N 系统在考虑初始

备件数、维修策略以及维修能力等条件下的系统

可用度模型. 这些文献虽然给出了备件决策模型

和有限备件的系统可靠性模型 ,但是研究的对象

是固定结构的系统 ,而不是针对多阶段任务系统.

文献 [ 7～10 ] 虽然基于马尔可夫过程[7 ] 、故障

树[8 ] 、BDD[9 ,10 ]等给出了一些计算多阶段任务系

统可靠度的模型 ,但是并没有考虑备件对系统任

务过程的影响 ;文献[11 ]给出了一种基于 BDD 的

面向任务备件需求量预测算法 ,但该算法假设同

一个部件在任务过程中最多失效一次. 本文研究

了多阶段任务系统的备件保障度模型 ,为这个领

域的研究开展了有意义的探索.

1 　问题描述

首先参考系统结构函数的概念 ,把每个阶段

任务成功与部件关系定义为任务结构函数 F ,同

时引入路集与最小路集到任务结构函数中. 举例

说明 , 设系统共包含 4 个部件 , 分别表示为 C1、

C2、C3、C4 ,系统在完成某阶段任务时要求 C1 必

须正常工作 , C2、C3 至少有一个正常工作 , C4 无

论什么状态都不影响任务成功 ,仍用 Ci 表示部件

Ci 的正常工作状态 , Ci 表示部件 Ci 的故障状态.

则此时的任务结构函数可以表示为 F = C1 C2 +

C1 C3 , F的最小路集为 ( C1 , C2) 、( C1 , C3) , F的路

集为 ( C1 , C2) 、( C1 , C3) 、( C1 , C2 , C3) 、( C1 , C3 ,

C4) 、( C1 , C2 , C4) 、( C1 , C2 , C3 , C4) .

现对要讨论的问题进行描述 :设系统包含相

同部件数为 N (这些部件可能包含在多类功能单

元中) ,部件失效时间服从参数为λ的指数分布且

相互独立 ,部件可进行热更换 ,即系统不需要停止

工作就可以更换备件 ,更换时间忽略. 任务期间所

有部件都工作 ,当且仅当部件失效后影响任务顺

利进行时才更换备件 ,且采取最少备件消耗的备

件更换策略 ,即存在多种备件更换方案可使系统

恢复工作的情况下 ,选择备件消耗最小的方案. 设

系统需要连续完成 n 个阶段任务 ,各阶段任务的

工作时间分别为 T1 , T2 , ⋯, Tn , 任务结构函数分

别为 F1 , F2 , ⋯, Fn . 求解在给定初始备件数 X 的

情况下 ,系统在完成这次多阶段任务时的备件保

障度 P.

2 　求解算法

2. 1 　符号与关系定义

系统状态 S = ( s1 , s2 , ⋯, sN) 即为系统 N 个

部件的状态组合 ,不妨设 si , sj 为 S 中任意两个变

量 ,分别表示第 i 和 j 个部件的状态 , i = 1 ,2 , ⋯,

N , j = 1 ,2 , ⋯, N , si ∈{ 0 ,1} , sj ∈{ 0 ,1} ,其中 0

表示部件处于失效状态 ,1 表示部件处于正常状

态 ,Θ = (0 ,0 , ⋯,0) , I = (1 ,1 , ⋯,1) 分别表示系

统处于的部件全部失效状态和部件全部正常

状态.

C ( S) ———处于系统状态 S 中所有处于正常

状态的部件集合 , C ( S) = { Ci | si = 1} ,例如 :当

S = (1 ,0 ,1 ,1) 时 , C ( S) = { C1 , C3 , C4} .

| S | ———( s1 , s2 , ⋯, sN) 中部件状态等于 1

的个数 ,例如 :当 S = (1 ,0 ,1 ,1) 时 ,则 | S | = 3 ,

| Θ | = 0 , | I | = N .

设 si , sj 为任意两个部件状态变量 ,定义部件

状态变量的加法与减法运算为

si + sj =

1 , si = 1 , sj = 1 或 si = 0 ,

　sj = 1 或 si = 1 , sj = 0

0 , si = 0 , sj = 0

si - sj =

0 , si = 1 , sj = 1 或 si = 0 ,

　sj = 1 或 si = 0 , sj = 0

1 , si = 1 , sj = 0
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设 S
( i) 和 S

( j) 为任意两个系统状态变量 ,定

义系统状态变量的加法与减法运算定义为

S
( i) + S

( j) =

　　( s
( i)
1 + s

( j)
1 , s

( i)
2 + s

( j)
2 , ⋯, s

( i)
N + s

( j)
N )

S
( i) - S

( j) =

　　( s
( i)
1 - s

( j)
1 , s

( i)
2 - s

( j)
2 , ⋯, s

( i)
N - s

( j)
N )

若 S
( i) - S

( j) = Θ,则 S
( i) ≤S

( j) ;若 S
( i) -

S
( j) = Θ且 | S

( j) - S
( i) | > 0 ,则 S

( i) < S
( j) ;若

S
( j) - S

( i) = Θ,则 S
( i) ≥S

( j) ;若 S
( j) - S

( i) = Θ

且 | S
( i) - S

( j) | > 0 ,则 S
( i) > S

( j) .

S
( i)
B ———系统在第 i 阶段任务开始时刻的系

统状态 , S
(1)
B = I.

S
( i)
E ———系统在第 i 阶段任务结束时刻的系

统状态 , S
( i)
E = S

( i +1)
B .

L f ( F) ———F的路集系统状态集合 , 即对于

任意一个 F的路集 ,当 Ci 属于该路集 ,则 si = 1 ,

否则 si = 0. 例如 F 的路集为{ C1 , C2 , C3} , { C1 ,

C3} ,{ C1 , C2} ,则 L f ( F) 为{ (1 ,1 ,1) , (1 ,0 ,1) , (1 ,

1 ,0) } .

L m ( F) ———F 的最小路集系统状态集合 , 即

对于任意一个 F的最小路集 ,当 Ci 属于该最小路

集 ,则 si = 1 ,否则 si = 0. 例如 F 的最小路集为

{ C1 , C3} , { C1 , C2} ,则 L m ( F) 为{ (1 ,0 ,1) , (1 ,1 ,

0) } .

XD ( S , F) ———在系统当前状态为 S 且系统

即将执行的阶段任务的任务结构函数为 F时所需

要更换的最小备件数量. 可知当 S ∈L f ( F) 时 ,

XD ( S , F) = 0.

SD ( S , F) ———在系统当前状态为 S 且系统

即将执行的阶段任务的任务结构函数为 F时更换

最小备件数之后的系统状态 , SD ( S , F) ∈L f ( F)

可知当 S ∈L f ( F) 时 , SD ( S , F) = S .

定理 1 　已知 F 为任务结构函数 , SB ∈

L f ( F) , S E ∈L f ( F) ,则系统状态在 T时间内从 SB

变化到 S E 且正好消耗 x 个备件的状态转移概率

计算公式为
　　

　γ( SB , x , S E , F , T) =

e - | S2|λT (1 - e -λT) | S1| Ψ1 ( x) , S3 + S4 ∈Lm ( F) 且 | S5 | > 0 且 | S3 | = 0

e - | S3|λT (1 - e -λT) | S1| Ψ2 ( x) , S3 + S4 ∈Lm ( F) 且 | S5 | > 0 且 | S3 | > 0

1
x !

( (| S3 | +| S4 | )λT) xe - (| S2| +| S3| +| S4| )λT (1 - e -λT) | S1| , S3 + S4 ∈Lm ( F) 且 | S5 | = 0

1
x !

(| S3 | λT) xe - (| S2| +| S3| +| S4| )λT (1 - e -λT) | S1| +| S5| S3 + S4 | Lm ( F) 且 | S3 | > 0

e - (| S2| +| S4| )λT (1 - e -λT) | S1| +| S5| , S3 + S4 | Lm ( F) 且 | S3 | = 0 且 x = 0

(1)

其中 : S1 = SB - S E - ∑
L

k
∈L

m
( F)

L k , S2 = S E - ∑
L

k
∈L

m
( F)

L k , S3 = S E - ∑
L

k
∈L

m
( F)

( S E - L k) , S4 = S E - S2 - S3 ,

S5 = SB - S1 - S2 - S3 - S4 ,φ( t) = | S5 | λe - (| S5| +1)λt (1 - e -λt) | S5| - 1 ,

Ψ1 ( x) =∫
T

0
φ( t)

1
x !

(| S4 | λ( T - t) ) xe - (| S4| )λ( T- t) d t ,Ψ2 ( x) = ∑
x
1

+ x
2

= x
( 1

x1 !
(| S3 | λT) x1e - | S3|λT ·

∫
T

0
φ( t)

1
x2 !

(| S4 | λ( T - t) ) x
2e - (| S4| )λ( T- t) d t)

　　证明 　把在系统初始状态中为正常的部件

C ( SB ) 分为 5 类 , C ( S1) 和 C ( S5) 中的部件是在

结束时刻处于失效状态的部件 , 其中 : C ( S1) 中

的部件不属于 F 的任何一个最小路集 , C ( S5) 中

的部件属于 F的某一最小路集. C ( S2) 、C( S3) 和

C ( S4) 中的部件是在结束时刻处于正常状态的

部件 ,其中 : C ( S2) 中的部件不属于 F 的任何一

个最小路集 , C ( S3) 中的部件属于 F 的任何一个

最小路集 , C ( S4) 中的部件属于 F 的某一最小路

集但不属于 F 的所有最小路集. 下面分别计算这
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些部件的状态转移概率.

对于 C ( S1) 中的部件 ,因为 S E ∈L f ( F) ,所

以这些部件失效不影响当前任务成功 ,因此不需

要更换备件 ,得到这部分部件的状态转移概率为

γ1 = (1 - e -λT) | S1| (2)

对于 C ( S2) 中的部件 , 失效不影响当前任

务 ,所以不会更换备件 ,而在系统结束时刻这些部

件处于正常状态 ,所以在 T时间内肯定没有失效 ,

所以这部分部件的状态转移概率为

γ2 = e - | S2|λT (3)

对于 C( S5) 中的部件 ,失效虽然暂时不影响

当前任务 ,所以不会更换备件 ,但是这些部件的失

效时间将影响后续的备件更换活动 ,因此分类对

C ( S3) 、C ( S4) 和 C ( S5) 中的部件进行讨论 :

1) 当 S3 + S4 ∈ Lm ( F) 且 | S5 | > 0 时 ,

C ( S3) 中的部件在 T时间内任何时刻发生失效都

需要立即更换备件.

当 | S3 | > 0 时 ,设这些部件消耗备件数为

x1 ,可得这些部件的状态转移概率为

γ31 ( x1) =
1

x1 !
(| S3 | λT) x

1e - | S3|λT (4)

当 | S3 | = 0 时 ,γ31 ( x1) = 1 , x1 = 0 ;

当 C( S5) 中的部件全部失效后 , C ( S4) 中的

部件发生失效都需要立即更换备件 , 所以此时

C ( S4) 和 C ( S5) 中的部件正好消耗 x2 个备件的

状态转移概率为

γ32 ( x2) =∫
T

0
φ( t)

1
x2 !

(| S4 | λ( T - t) ) x
2 ·

　　　　　e - | S4|λ( T- t) d t (5)

其中 ,φ( t) 为在 t 时间内 C( S5) 中部件失效且

C ( S4) 中部件正常的概率密度函数 ,计算公式为

φ( t) = | S5 | λe - (| S4| +1)λt (1 - e -λt) | S5| - 1

(6)

综合式 (4) 和式 (5) , 可得 C ( S3) 、C ( S4) 和

C ( S5) 中部件消耗 x 个备件的状态转移概率

　γ3 ( x) =
∑

x
1

+x
2

= x

γ31 ( x1)γ32 ( x2) , | S3 | > 0

γ32 ( x) , | S3 | = 0

(7)

2) 当 S3 + S4 ∈Lm ( F) 且 | S5 | = 0时 ,由于

C ( S3) 和 C ( S4) 中的部件都属于最小路集 ,所以

无论是 C ( S3) 还是 C( S4) 中的部件在 T 时间内

任何时候发生失效都需要立即更换备件 , 此时

C ( S3) 和 C ( S4) 中的部件正好消耗 x 个备件的

状态转移概率为

γ3 ( x) =
1
x !

( (| S3 | +| S4 | )λT) x ·

　　e - (| S3| +| S4| )λT (8)

3) 当 S3 + S4 | Lm ( F) 时 , C ( S4) 中的部件

任何一个失效都暂时不需要更换备件 ,而实际这

些部件处于正常状态 ,所以这些部件在 T 时间内

没有失效 , C ( S5) 中的部件在 T 时间内失效.

当 | S3 | > 0时 ,设 C( S3) 中部件消耗备件数

为 x ,则这部分部件的状态转移概率为

γ3 ( x) =
1
x !

(| S3 | λT) xe - (| S3| +| S4| )λT ·

　　(1 - e -λT) | S5| (9)

当 | S3 | = 0 时 ,可知系统中不可能消耗备

件 ,所有 x = 0 ,此时γ3 ( x) 可以写成

γ3 ( x) = e - (| S4| )λT (1 - e -λT) | S5| (10)

把所有部件的状态转移概率相乘γ1 ·γ2 ·

γ3 ( x) 就可以得到γ( SB , x , S E , F , T) . 证毕.

2. 2 　求解算法

分析系统运行过程可知 ,系统经历 n个阶段 ,

如图 1 所示 ,而每个阶段又可以分为两个过程 ,系

统修整过程和系统执行任务过程. 下面分别分析

这两个过程的系统状态变化及转移概率.

图 1 　系统的阶段变化过程

1) 系统修整过程 ( S
( i)
B →S

( i)
D )

系统修整过程是指在每个阶段开始时刻 ,由

于当前阶段任务的要求和上一阶段任务的要求不

同 ,所以可能需要更换备件的过程. 当 SB i 不能满

足当前任务要求的最小要求时 ,所以必须立即更

换备件 ,根据备件消耗最小的更换策略 ,更换备件
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数量 x
( i)
1 = XD ( S

( i)
B , Fi) . 由于更换备件时间可以

忽略 ,所以系统调整过程时间始终为 T
( i)
1 = 0. 系

统修整过程结束后 , 系统状态变为 S
( i)
D =

SD ( S
( i)
B , Fi) .

2) 系统执行任务过程 ( S
( i)
D →S

( i)
E )

系统执行任务过程是指系统处于执行任务状

态 ,过程时间为 T
( i)
2 = Ti ,在该过程中 ,当部件失

效不影响任务继续进行 ,则不更换备件 ,否则立即

对该失效部件更换备件.

要使得任务成功 ,通过系统修整过程之后 ,系

统状态肯定满足 S
( i)
D ∈L f ( Fi) 的条件. 根据定理

1 ,可以计算得到第 i 个阶段系统执行任务过程系

统状态从 S
( i)
D 变到 S

( i)
E 且消耗 x

( i) 个备件的概率

γ( S
( i)
B , x

( i) , S
( i)
E , Fi , Ti) , S

( i)
E = S

( i +1)
B .

3) 计算备件保障度

用 Pm ( S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n +1)
B , x) 表示阶段任

务结束时的系统状态分别为 S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n +1)
B

且备件消耗数等于 x 的概率 ,其中 S
(1)
B = I ,计算

公式如下

　　Pm ( S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n +1)
B , x) =

　　 ∑
( x

(1)
1

+ x
(1)
2

) + ( x
(2)
1

+ x
(2)
2

) + ⋯+ ( x
( n)
1

+ x
( n)
2

) = X

∏
n

i = 1

γi ( SD ( S
( i)
B , Fi) , x

( i)
2 , S

( i +1)
B , Fi , Ti) (11)

　　

　　在 S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n +1)
B 已知的条件下 ,总修

整过程消耗备件数 X1 计算公式如下

X1 = ∑
n

i = 1
x

( i)
1 = ∑

n

i = 1
XD ( S

( i)
B , Fi) (12)

所以公式 (11) 可以修改为

　Pm ( S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n+1)
B , x) =

　

∑
x

(1)

2
+ x

(2)

2
+ ⋯+ x

( n)

2
= X- X

1

∏
n

i =1

γi ( SD ( S
( i)
B , Fi) ,

　　x
( i)
2 , S

( i +1)
B , Fi , Ti) , 　X1 ≤X

0 , 　　　　　　　　 　 　X1 > X

(13)

用 PX ( S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n +1)
B ) 表示在给定 X个

备件的条件下 ,系统经历的状态分别为 S
(1)
B , S

(2)
B ,

⋯, S
( n +1)
B 且任务成功的概率 ,计算公式为

PX ( S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n+1)
B ) =

　　∑
X

x = 0
Pm ( S

(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n +1)
B , x) (14)

所以只需要对所有可行集 SB计算 PX 并求和

就可以得到 P

　P = ∑
(S

(1)

B
, S

(2)

B
, ⋯, S

(n+1)

B
) ∈SB

PX (S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n+1)
B ) (15)

根据系统任务成功和维修策略要求 ,易知可

行集为

SB = { ( S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n+1)
B ) | ϖ i ,

　　i = 1 ,2 , ⋯, n , S
( i +1)
B ∈L f ( Fi)

　　且 S
( i +1)
B ≤SD ( S

( i)
B , Fi) } (16)

3 　实例分析

现要评估 k/ N 系统在完成一个 k 随阶段变化

而变化的多阶段任务时的备件保障度 , k 随阶段

变化而变化的 k/ N 系统属于多阶段任务系统的

一个特例 ,其每个阶段的任务可靠性框图都属于

k/ N 结构. 假设系统共包含 N 个部件 ,需要连续

经历 n 个阶段 ,阶段任务时间分别为 T1 , T2 , ⋯,

Tn ,任务结构分别为 K1/ N , K2/ N , ⋯, Kn/ N ,针对

该类特殊系统 ,可定义系统状态空间为 S ∈{ 0 ,1 ,

⋯, N} ,每种系统状态代表可工作部件的数量 ,定

义当 S ≥0 , | S | 等于 S ,当 S < 0 , | S | 等于 0 ,

S
( i) ≤S

( j) 即为整数意义上大小比较. 系统经历

的所有状态变量 ( S
(1)
B , S

(2)
B , ⋯, S

( n +1)
B ) 为 ( k1 , k2 ,

⋯, kn +1) , ki 为第 i 个阶段开始时刻的可工作部件

数. L f ( Fi) = { Ki , Ki + 1 , ⋯, N} , Lm ( Fi) = { Ki} ,

x ( i)
1 = | Ki - k i | , S ( i)

D = SD ( S ( i)
B , Fi) = mɑx ( Ki ,

ki) . 该类系统的可行集 SB 满足的条件为 Ki ≤

ki +1 ≤ki +| Ki - k i | ,然后根据求解过程 ,可以得

到备件保障度.

设 k/ N 系统总部件数 N = 5 ,部件失效时间

服从λ = 0. 000 5的指数分布 ,部件失效只有在影
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响当前任务进行时才更换备件 . 现该系统要完成

4 类可分为 3 个阶段的连续任务 ,分别计算这 4 类

多阶段任务在备件数为 0 到 3 的条件下的备件保

障度 ,阶段任务要求的最小工作部件数量、任务时

间以及计算结果如表 1所示 ,图 2给出了 4类任务

要求下备件保障度与备件数的关系曲线.

表 1 　计算结果数据

任务过程参数
备件数 x

0 1 2 3

K1 = 2 , K2 = 3 , K3 = 2

K1 = 1 , K2 = 3 , K3 = 1

T1 = 200 , T2 = 500 , T3 = 500 0. 790 0 0. 936 9 0. 984 3 0. 996 7

T1 = 150 , T2 = 300 , T3 = 300 0. 925 5 0. 986 1 0. 997 9 0. 999 7

T1 = 200 , T2 = 500 , T3 = 500 0. 838 8 0. 958 0 0. 991 2 0. 998 5

T1 = 150 , T2 = 300 , T3 = 300 0. 940 2 0. 990 0 0. 998 7 0. 999 9

图 2 　不同任务的备件保障度曲线

4 　结束语

本文给出了一种任务结构函数任意变化的多

阶段任务系统备件保障度模型 ,该模型可以很好

地反映备件数对系统在完成不同多阶段任务时的

成功概率的影响 ,为实际工作中确定系统在完成

特定任务情况下的备件携行量提供决策依据. 同

时通过实例分析可知 ,对于某些特殊结构系统 (例

如串联系统、k/ N 系统等) , 可以在该模型上 , 对

系统的状态进行调整以缩小系统状态空间 ,从而

提高运算效率.
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