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摘要　针对高速运动机构的特点 ,补充考虑铰链式运动副间隙的机构运动可靠性分析模型 ,并以曲柄滑块机构为

例 ,应用非连续接触模型和连续接触模型 ,详尽分析运动副径向间隙和销轴位置的不确定性因素对机构运动可靠性的影

响。
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Abstract　The objective is to supplement the analytical model of mechanism moving reliability taking account of kinematics joint

gap focusing on high velocity motion mechanism. Based on the theories of reliability engineering and mechanism probability design , the

kinematical accuracy reliability for slider2crank mechanism taking account of kinematics joint gap are analyzed by the continual contacting

model and the non2continual contacting model. As an example , the study about slider2crank mechanism is provided to show the relation2
ship between joint2gap and kinematical reliability of mechanism.
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1　引言

机构运动可靠性是机构系统或部件在规定使用条

件下 ,规定时间内完成规定运动功能的能力。实际机

构的运动规律是由构成机构的各构件的几何形状和尺

寸、质量、材料性能及作用在机构上的驱动力和工作阻

力等因素决定的。对同一类机构 ,由于制造误差、装配

误差、使用时工作阻力、动力源及维护保养等差异存

在 ,它们的运动参数不尽相同 ;即使对同一机构 ,随着

使用地点、环境及使用时间的变化也是一个变量。所

以 ,在上述影响因素为随机变量的情况下 ,机构运动规

律的输出参数也是一个多元随机变量。机构运动可靠

性分析的主要任务是建立机构性能输出参数与影响机

构性能输出参数变化的主要随机变量间函数或相关关

系的数学模型。

关于机构运动较为系统的分析与研究 ,可追溯到

1966年勃鲁也维奇等人的工作 ;而从概率统计学的角

度对机构运动的精度进行分析与综合 ,则起始于 20世

纪 80年代中期 ,以色列学者 Sandler B Z[1 ]对齿轮机构

和凸轮机构等的运动精度和动力精度作了深入的研

究 ; Lee S J
[2 ]对机构运动链中的速度和加速度的概率

特性进行了分析。近年来 ,国内在机构运动精度可靠

性方面亦开展了许多工作[3～11 ]
,徐卫良等利用蒙特卡

罗方法对空间机构中运动副间隙的概率特性进行数值

模拟分析 ;史天录[3 ]首次明确归纳出机构运动精度可

靠性分析的基本原理。然而与机构的刚度可靠性问题

研究相比 ,有关机构运动可靠性问题的研究还较为薄

弱 ,其理论上也不尽完善 ,目前仍有许多问题尚未很好

解决。

Lee S J 在 1991年提出“有效长度”理论 ,建立铰链

式运动副非连续接触的可靠性分析模型 ;而本文认为

非连续接触模型只适用于低速运动的机构。因此 ,本

文针对高速运动机构的特点 ,补充建立与之相适应的

运动副连续接触的可靠性分析模型 ,并以实际工程中
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典型的曲柄滑块机构为例 ,根据机构运动可靠性分析

理论 ,应用非连续接触模型和连续接触模型详尽分析

运动副径向间隙和销轴位置的不确定性因素对机构运

动可靠性的影响。

2　非连续接触模型

当机构运动速度较低 ,且受力较小 ,铰链式运动副

中销轴和轴套套孔间分离的可能较大 ,主要是处于非

连续接触状态[3、5 ]。如图 1所示 ,销轴在套孔中运动 ,销

轴的中心在误差圆范围内随机分布。误差圆半径由套

孔直径与销轴直径差决定。

图 1　铰链式运动副的非连续接触模型

Fig. 1　Uncontinual contacting model of joint gap

　

图 2　有效联接模型

Fig. 2　Effective linking model

　
图 2为运动副非连续接触模型有效联接的示意

图 ,将运动副联接放大 , P为套孔中心 ,连杆 OP长为

r , C点是销轴中心。由于间隙的存在 , P和C不重和 ,因

此 OC这个实际杆长度包括铰链运动副的径向间隙 ,

称之为有效长度 ,设为 R。以往在求解机构运动误差时

只考虑连杆的长度 r ,现将运动副径向间隙也考虑进

去 ,用有效长度 R代替以前的 r。

由几何关系得出

R = ( r + xG) 2
+ y

2
G (1)

式中 x G、y G为销轴中心的局域坐标。局域坐标以 P为

圆心 , x G以 OP方向为正方向。

G为运动副的径向间隙 ,也即误差圆半径 ,有

G = ( d套孔 - d销轴 )Π2 (2)

由于 C点总在误差圆内运动 ,所以

x
2
G + y

2
G < G

2 (3)

由于销轴中心 C 是在 G之间随机分布的 ,因而

x G、y G也具有随机性 ,它们是根据 G的分布规律而定

的。假设均为正态分布 ,由概率知识得 , x G的标准差为

σx
G

= TzΠ6 (4)

式中 Tz 为运动副的径向公差 ,且 Tz = 2 G。

对一批机构而言 , G是统计值 ,根据式 (2) 可知 G

的均值和方差分别有

E ( G) = [ E ( d套孔 ) - E ( d销轴 ) ]Π2 (5)

σ2
G = [ D ( d套孔 ) + D ( d销轴 ) ]Π4 (6)

用 E ( G
2 ) 表示 G

2 的均值 ,则

σ2
x

G
= E ( G

2 )Π9 (7)

根据方差定义 ,运动副径向间隙的方差为

σ2
G = E ( G

2 ) - E
2 ( G) (8)

综合式 (5) 和式 (6) 可得销轴中心局域坐标 x G的方差

σ2
x

G
= [σ2

G + E
2 ( G) ]Π9 (9)

同理可得 yG的方差

σ2
y

G
= [σ2

G + E
2 ( G) ]Π9 (10)

根据标准正态分布的对称性 , 可知 E ( x G) =

E ( y G) = 0。

3　连续接触模型

当机构运动速度较高或受力较大时 ,铰链式运动

副中销轴和轴套套孔间接触的可能较大 ,偶尔也会有

相互分离的情况 ,但绝大多数时间内是处于连续接触

状态的。显然用非连续接触模型分析该状态下的销轴

中心局域坐标的随机特性是不合适的 ,因此在本文中

补充建立铰链式运动副连续接触的可靠性分析模型。

图 3　铰链式运动副连续接触模型

Fig. 3　Continual contacting model of joint gap

　

图 4　有效联接模型

Fig. 4　Effective linking model

　
如图 3所示 ,销轴的中心应在误差圆上随机分布 ,

图 4为运动副非连续接触模型有效联接的示意图。由

于 C点总在误差圆上运动 ,所以
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x
2
G + y

2
G = G

2 (11)

通过上式可得 x G和 y G的表达式

x G = Gcosθ

y G = Gsinθ
(12)

假设 G服从正态分布 ,由分析可知θ应服从均匀分布 ,

即 G～ N (μG ,σ2
G) 和θ～ U ( -π,π) ,且 G和θ是相互

独立的随机变量。据概率知识可知 ,销轴中心局域坐标

x G、y G的均值为

E ( xG) = E ( G) E (cosθ)

E ( yG) = E ( G) E (sinθ)
]

E ( x G) = 0

E ( y G) = 0
(13)

式 (11) 用均值形式表示有

E ( x G) 2 + E ( y
2
G) = E ( G

2 ) (14)

根据方差的定义

σ2
x

G
= E ( x

2
G) - E

2 ( x G)

σ2
y

G
= E ( y

2
G) - E

2 ( y G)

σ2
G = E ( G

2 ) - E
2 ( G)

(15)

因为销轴中心 C是在 G上随机分布的 ,所以 x G、y G的

随机特性应是相同的 ,综合式 (14) 和式 (15) 可求得销

轴中心局域坐标 x G、y G的方差为

σ2
x

G
= [σ2

G + E
2 ( G) ]Π2 (16)

σ2
y

G
= [σ2

G + E
2 ( G) ]Π2 (17)

所以 ,已知机构运动副中轴套套孔和销轴的特征

值后 ,就可以知道运动副径向间隙 G的随机特性 ,进

而可求出销轴中心局域坐标 xG、yG的特征值 ,分析运

动副间隙对连杆有效长度的影响以及对机构运动可靠

性的影响。

4　曲柄滑块机构的运动可靠性模型

以图 5中对心曲柄滑块机构为例 ,分析铰链式运

动副间隙的随机特性以及机构构件的随机特性对机构

运动精度的影响。曲柄和连杆长度分别为 OA =

r
ΔOA2
OAΔOA1 ,AB = r

ΔAB2
ABΔAB1 ,曲柄与支座之间铰链运动副径向

间隙为 G
ΔG12
1ΔG11 ,曲柄与连杆之间铰链运动副径向间隙

为 G
ΔG22
2ΔG21 ,连杆与滑块 B 之间铰链运动副径向间隙为

G
ΔG32
3ΔG31 ,∠AOB = α。该机构处于运动状态时 ,要求其滑

块 B 的位置极限误差不超过δ0。分别应用铰链式运动

副非连续接触模型和上小节中提出的连续接触模型 ,

确定其运动精度的可靠性。

根据本节理论 ,用有效长度 R 代替实际杆长 r ,由

滑块 B 的位置表达式

Y = rOA cosα+ r
2
AB - r

2
OA sin

2α

替换后

Y = ROA cosα+ R
2
AB - R

2
OA sin

2α

图 5　对心曲柄滑块机构

Fig. 5　Slider2crank mechanism

　
滑块 B 的位置偏差为

ΔY = cosα -
ROA sin2α

R
2
AB - R

2
OA sin2α
ΔROA +

RAB

R
2
AB - R

2
OA sin

2α
ΔRAB

式中ΔR表示有效长度 R的公差。滑块 B 位置偏差的

均值为

μΔY = E cosα -
ROA sin2α

R
2
AB - R

2
OA sin2α
μΔR

OA
+

E
RAB

R
2
AB - R

2
OA sin2α
μΔR

AB

曲柄和连杆的有效长度的表达式分别为

R
2
OA = ( rOA + xG1 ) 2 + y

2
G1

R
2
AB = ( rAB + xG2 + x G3 ) 2

+ ( yG2 + y G3 ) 2

其均值也应满足

E
2 ( ROA ) = E

2 ( rOA ) + 2 E ( rOA ) E ( xG1 ) + E
2 ( x G1 ) +

E
2 ( yG1 )

E
2 ( RAB ) = E

2 ( rAB ) + E
2 ( xG2) + E

2 ( xG3) + E
2 ( yG2) +

E
2 ( yG3 ) + 2[ E ( rAB ) E ( x G2 ) + E ( rAB ) ×

E( xG3 ) + E ( x G2 ) E ( xG3 ) +

E( yG2 ) E ( y G3 ) ]

在式中 r和 R分别表示同一机构连杆的实际尺寸和有

效尺寸。由上文已知 E ( x G) = E ( yG) = 0 ,则对于同一

连杆的有效尺寸和实际尺寸的均值可知 E ( R) =

E ( r) 。连杆有效尺寸和实际尺寸的随机性可分别表示

为 R = R
3

+ΔR和 r = r
3

+Δr (“3”表示理想值 ,Δ

表示公差) ,有效尺寸和实际尺寸的理想值应是相等的

( R
3

= r
3 ) ,而连杆有效尺寸的公差ΔR 是来源于原

始实际尺寸的公差Δr的 ,又由于 E ( R) = E ( r) 且

E ( x G) = E ( y G) = 0 ,即运动副间隙的引入不会改变

公差ΔR的均值。因此连杆有效尺寸公差ΔR的均值应

与原始实际尺寸公差Δr的均值相等 ,与变量的名义尺

寸与均值是否相等无关 ,即 E (ΔR) = E (Δr) 。则滑块

B 位置偏差的均值可表示为

μΔY = cosα -
�rOA sin

2α

�r2
AB - �r2

OA sin
2α
μΔr

OA
+
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�rOA

�r2
OA - �r2

AB sin
2α
μΔr

AB

由此看出有效长度 R代替实际杆长 r后 ,对滑块 B 位

置偏差的均值没有影响。

1) 应用非连续接触模型[5 ]

为了演算和表示方便 ,滑块 B 的位置表达式可写

成 Y = Y ( rOA , rAB , xG1 , xG2 , x G3 , yG1 , y G2 , yG3 ) ,位置

偏差的方差可表示为

σ2
Y =

5 Y
5 rOA

2

σ2
r
OA

+
5 Y

5 xG 1

2

σ2
x G1

+
5 Y

5 yG 1

2

σ2
y G1

+

5 Y
5 rAB

2

σ2
r
AB

+
5 Y

5 xG2

2

σ2
x

G2
+

5 Y
5 y G2

2

σ2
y

G2
+

5 Y
5 xG3

2

σ2
x

G3
+

5 Y
5 y G3

2

σ2
y

G3

因为 R
2
OA = ( rOA + xG1 ) 2

+ y
2
G1 ,有 2 ROA 5 ROA = 2 ( rOA +

x G1 ) 5 rOA。ROA、rOA、xG1 用均值 �ROA、�rOA、�x G1 代入则

5 ROA

5 rOA
=

�rOA + �x G1

�ROA

所以

5 Y
5 rOA

=
5 Y

5 ROA

5 ROA

5 rOA
=

5 Y
5 ROA

�rOA + �x G1

�ROA

又因为 �x G1 = �y G1 = 0 ,�rOA = �ROA ,则

5 Y
5 rOA

=
5 Y

5 ROA

同理可得

5 Y
5 x G1

=
5 Y

5 ROA
和 5 Y

5 y G1
= 0

因为 R
2
AB = ( rAB + xG2 + x G3 ) 2

+ ( yG2 + y G3 ) 2
,根据上

述方法可得

5 Y
5 rAB

=
5 Y

5 RAB
　　 5 Y

5 x G2
=

5 Y
5 RAB
　　 5 Y

5 xG3
=

5 Y
5 RAB

5 Y
5 y G2

= 0　　 5 Y
5 y G3

= 0

用μG和σG分别表示运动副径向间隙的均值和方差 ,

那么有

μG = �G1

σG =
ΔG12 - ΔG11

6

根据本节中推导出的σx
G
、σy

G
与μG、σG的关系 ,综合可

得滑块 B 位置偏差的方差

σ2
Y =

5 Y
5 rOA

2

(σ2
r
OA

+σ2
x

G1
) +

5 Y
5 rAB

2

(σ2
r
AB

+σ2
x

G2
+σ2

x
G3

) =

5 Y
5 rOA

2 (ΔOA2 - ΔOA1) 2

36
+

(ΔG12 - ΔG11) 2

324
+

�G2
1

9
+

5 Y
5 rAB

2 (ΔAB2 - ΔAB1) 2

36
+

(ΔG22 -ΔG21) 2

324
+

�G2
2

9
+

(ΔG32 -ΔG31) 2

324
+

�G2
3

9

2) 应用连续接触模型

因为 y
2
G = G

2 - x
2
G ,代入曲柄和连杆的有效长度

的表达式分别为

R
2
OA = ( rOA + x G1 ) 2 + ( G

2
1 - x

2
G1 )

R
2
AB = ( rAB + x G2 + x G3 ) 2

+ ( G
2
2 - x

2
G2 +

G
2
3 - x

2
G3 ) 2

又因为滑块 B 的位置表达式可写成 Y = Y ( rOA , rAB ,

x G1 x G2 , x G3 , G1 , G2 , G3 ) ,根据非连续接触模型的类似

分析方法 ,可知

5 Y
5 rOA

=
5 Y

5 ROA
,

5 Y
5 x G1

=
5 Y

5 ROA
,
5 Y
5 G1

=
5 Y

5 ROA

�G1

�rOA

5 Y
5 rAB

=
5 Y

5 RAB
,

5 Y
5 x G2

=
5 Y

5 RAB
,

5 Y
5 xG3

=
5 Y

5 RAB

5 Y
5 G2

=
5 Y
5 G3

=
5 Y

5 RAB

�G2 + �G3

�rAB

根据本节中推导出的σx
G
、σy

G
与μG、σG的关系 ,位置偏

差的方差可表示为

　σ2
Y =

5 Y
5 rOA

2

σ2
r
OA

+
5 Y

5 x G1

2

σ2
x

G1
+

5 Y
5 G1

2

σ2
G1 +

5 Y
5 rAB

2

σ2
r
AB

+
5 Y

5 x G2

2

σ2
x

G2
+

5 Y
5 G2

2

σ2
G2 +

5 Y
5 x G3

2

σ2
x

G3
+

5 Y
5 G1

2

σ2
G3 =

5 Y
5 rOA

2

×

(ΔOA2 - ΔOA1) 2

36
+

(ΔG12 - ΔG11) 2

72
+

�G2
1

2
+

(ΔG12 - ΔG11) 2 �G2
1

36�r2
OA

+
5 Y
5 rAB

2

×

(ΔAB2 - ΔAB1) 2

36
+

(ΔG22 - ΔG21) 2

72
+

�G2
2

2
+

(ΔG32 - ΔG31) 2

72
+

�G2
3

2
+

(ΔG22 - ΔG21) 2 ( �G2 + �G3 ) 2

36�r2
AB

+

(ΔG32 - ΔG31) 2 ( �G2 + �G3 ) 2

36�r2
AB

5　算例

用上述方法得到滑块 B 位置偏差的随机特性

后 ,即可确定该机构运动可靠性。现给定上述机构参

数的具体数值 , OA = 500 mm ±5 mm , AB = 1 000

mm ±10 mm , RC1 = 2 mm±0. 6 mm , RC2 = 2. 5 mm±

0. 6 mm , RC3 = 3 mm±0. 6 mm ,δ0 = 9 mm。该机构在

各运动状态时的失效概率列于表 1中。
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表 1　对心曲柄滑块机构的运动精度失效概率

Tab. 1　Failure probability of slider2crank mechanism moving

reliability

∠AOB = α

考虑铰链运动副径向间隙的失效概率

Considering joint gap

非连续接触模型

Uncontinual

contacting model

连续接触模型

Continual

contacting model

不考虑铰链运动

副径向间隙的

失效概率

Unconsidering

joint gap

0 0. 036 047 123 0. 057 407 798 0. 029 973 712

15 0. 035 465 332 0. 056 545 613 0. 029 485 482

30 0. 034 287 21 0. 054 778 845 0. 028 501 796

45 0. 033 857 693 0. 054 086 286 0. 028 156 481

60 0. 035 346 143 0. 056 205 402 0. 029 432 051

75 0. 038 649 373 0. 060 937 962 0. 032 249 063

90 0. 042 093 277 0. 065 817 993 0. 035 193 877

105 0. 043 729 174 0. 068 137 528 0. 036 589 402

120 0. 043 000 115 0. 067 170 941 0. 035 947 469

135 0. 040 799 823 0. 064 131 612 0. 034 045 348

150 0. 038 390 277 0. 060 747 513 0. 031 975 662

165 0. 036 662 436 0. 058 289 441 0. 030 498 442

180 0. 036 047 123 0. 057 407 798 0. 029 973 712

6　结论

本文根据机构运动可靠性分析理论 ,将“有效长

度”理论应用到曲柄滑块机构的运动可靠性研究中 ,

建立铰链式运动副连续接触的可靠性分析模型。考虑

铰链式运动副径向间隙的机构输出运动偏差的方差公

式 ,即把构件基本尺寸误差的方差再叠加铰链运动副

局域坐标的方差和径向间隙的方差。这样 ,在求解机构

运动输出误差时 ,不仅考虑了构件基本尺寸的制造误

差 ,而且又考虑了铰链运动副的径向间隙。

根据算例可以看到 ,虽然铰链运动副的径向间隙

很小 ,但会使机构运动精度可靠性明显降低 ,严重影响

机构输出运动 ,不可以忽略不计。而且对于高速运动机

构 ,应用连续接触模型分析 ,铰链运动副的径向间隙对

机构运动精度可靠性的影响更大。
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